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CHAPITRE L 


GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


I. — Préliminaires. 


Une équation différentielle est une relation entre une ou 
plusieurs variables, une ou plusieurs fonctions inconnues de 
ces variables et leurs dérivées ou leurs différentielles. 

Il y a trois espèces d'équations différentielles : 

1° Les équations différentielles ordinaires, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions d’une seule variable et leurs 
dérivées ; l’ordre d’une équation différentielle ordinaire est n, 
quand elle contient des dérivées d'ordre 7 sans contenir de 
dérivées d’un ordre plus élevé. 

2° Les équations aux dérivées partielles, qui ont lieu entre 
une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables et leurs 
dérivées; l’ordre d’une équation aux dérivées partielles est r 
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quand elle contient des dérivées d'ordre 7» sans contenir de 
dérivées d’un ordre plus élevé. 

3° Les équations aux différentielles totales, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables, les 
différentielles des variables et les différentielles totales des 
fonctions. L'ordre d’une équation aux différentielles totales 
est À quand elle contient des différentielles d'ordre n, sans 
en contenir d’un ordre plus élevé. 

Intégrer, ou résoudre une équation différentielle, ou un 
système d'équations différentielles, c’est trouver la forme 
qu'il faut attribuer aux fonctions contenues dans cette équa- 
tion ou dans ce système, pour que cette équation ou ce 
système d'équations se réduise à une identité ou à un 
système d’identités. 

Nous démontrerons que les équations différentielles ordi- 
naires et aux dérivées partielles admettent ordinairement 
des solutions, et même en général des solutions en nombre 
infini. Au contraire, les équations aux différentielles totales 
n’en admettent que si elles satisfont à certaines conditions. 

Quoi qu'il en soit, on peut voir immédiatement que si une 
équation peut être ramenée à la forme 

dÜ== 0, 
dU désignant une différentielle exacte, elle admettra la solu- 
ton unique Ü — const. C’est souvent en ramenant une équa- 
tion à cette forme que l’on parvient à l'intégrer, c’est souvent 
une équation de cette forme que l’on cherche à déduire 
d'équations données pour en découvrir une solution (*). 


II. — Théorème fondamental. 


Soient t une variable réelle et x, y, 3, ... un système 
de » fonctions inconnues de t. Si les fonctions ©, y, 4, ... 


(*) Le lecteur pourra passer tout de suite au Chap. II s’il voit le Calcul 
intégral pour la première fois, en admettant pour le moment que toute 
équation différentielle à une inconnue a une solution renfermant autant 
de constantes arbitraires qu’il y a d’unités dans son ordre. 
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de x, y, 3, ..., t restent finies et continues, ainsi que 
leurs dérivées, quand x, y, z, ..., t varient dans le voist- 
nage de Lo; Vos Zo - + +5 Lo, Les équations différentielles 


dx dy dz 
(9) FR A ES TTUUNS VPN 


I 
is 


admettront une solution telle que, pour t—t;, on aura 


La première démonstration de ce théorème a été donnée 
par Cauchy: elle $e trouve exposée dans le Calcul différentiel 
et integral de l'abbé Moigno; la seconde, fondée sur l'emploi 
des séries, a été également donnée par Cauchy; elle se trouve 
également consignée dans Ouvrage cité et dans les Nouveaux 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

Dans la démonstration qui va suivre, je désignerai par la 
lettre 0 une quantité comprise entre — 1 et +1, la même 
lettre 6 pouvant désigner des quantités très différentes : en 
d’autres termes, la notation Üa représentera une quantité 
comprise entre — «a et +a, en sorte que l’on aura par 


exemple 
a+0a—=30a. 


Nous dirons que les variables x, y, 2, ..., {sont comprises 
dans le domaine L si € varie entre t, — k et t, + k, et si en 
même temps æ varie entre Z, — @ et Æo + &, y entre Yo — b 
et Yo + 0, etc. 

Enfin nous supposerons que, les variables restant comprises 
dans le domaine L, les fonctions o, y, 4, ... et 


do 09 

PIE A+ SE TOyR ° ) 
0% 0% 

Det PE LT Gp eos 


restent finies et continues. Posons maintenant, en appelant A 
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une quantité très petite, 4, = {, + het 


lo 


li 
june Por Vo rt 


(1) 2 
Vi= Fo + X (To; Vo LA UT 


appelons M le maximum de o pris en valeur absolue dans le 
domaine L. N le maximum de, etc. : il est clair que l’on aura 
, Ve ? q 


Ti = Lo + 0ÀM, JY1=Yo+0AN, 


si donc L est suffisamment petit, æ1, V1, 31, - .. Seront com- 
pris dans le domaine L. Supposons qu'il en soit ainsi et 


posons {> —{,; + h et 


la 
a=a+ f OUT INare + SU), 
t 


(2) | 


1 


fa 
re J, Yi Pass t)dt, 


on aura 
La = Li +0AM, Fr2=Vi+ OZ2N, 


et, par suite 
Ta = Lo+20hAM,  Ya—=7Yo—+20AN, es 


donc, si est assez petit, Zoe, Vo, Z2, ... seront également 
compris dans le domaine L. En continuant ainsi, on posera 


enfin 
AT ; 
X = Ty + D(Tr—1) ni …., t) dt, 


En—1 


(x) r 
| Y = pan f XL (Ln—13 Yn—1, OCDE t) dt, 
En—1 


et l’on aura 


X = xo+ n0AM, Y=7o+n0AN, He 
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et, si L est suffisamment petit, X, Y, Z, ... seront compris 
dans le domaine L. Il suffira évidemment pour cela que l’on 
ait en valeur absolue 


n0AM < a, nÔAN < b, 


ou, en observant que ñh = T—4,, 


a b 
Rs 5 
0€ EN? 

Il résulte de là que l’on peut toujours choisir T assez voisin 
de {, pour que, quelque grand que soit », les quantités T, 
X, Ÿ, ... soient contenues dans le domaine L. Ajoutons 


les formules (1), (2), ..., (n); nous aurons 


{ DT] 


li+4 
NE D JÈ (Zi, Vis ce. t)dE, 
{ 


i=0 ; 
(a) i=n—1 a 
Y = Yo+ D Je XCBi, Vis ++, t)dt, 
EAU li 


On simplifiera un peu ces équations en appelant £ une fonc- 
tion de £ assujettie à rester égale à x, quand £ varie de t 
à £,, à rester égale à x, quand £ varie de £, à {, -. , en appe- 
lant n une fonction assujettie à rester égale à y, quand & 
varie de és à £,, à rester égale à y, quand £ varie de £, à 4», ... 
et alors en effet les formules (a) s’écriront 

T 
X = vo + [ LAN RATS 


(è) : 


cs) qe ae /e de) se © © © » » € "+ © © © 06)0 € «7e 0e 6.0 


Cela posé, je suppose que T soit une valeur fixe de £{ con- 
tenue dans le domaine L: je dis qu’en faisant croître indéfi- 
niment le nombre n les quantités X, Y, Z, ... tendront 
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vers des limites finies fonctions de T. En effet, comparons 
d’abord les valeurs (b) avec celles-ci 


E 
Xe f CAC TEE APN D (A7 


nous aurons 


T 
EI Lo(É, 05 RO DEN TOr 
t 


0 


ou 


T IV TEUR 
ne LE — 0) pro + 8E 0, Yo + 0n — Fa, ..) LRU 
t 


0 


Appelons alors une quantité plus grande que la plus grande 
des'quantités y M 60e, 13e ee ASE 
maine L, observons ensuite que, £ — x, étant une des quan- 
uités, x; — x, est de la forme &h0M ou nh0M ou même rh ; 
la formule précédente deviendra 
T 
X— Xo = fl vnhôu? dt =(T —t)vnhôu 
je 


0 


ou encore, en observant que ñnh = T — 4,, 
X — X0— Guu?2(T — #)?, Y — VO — Ouu2(T — 6, )?, 


Ces formules nous font connaître les différences qui existent 
entre les valeurs de X, Y, ..., calculées en subdivisant et 
sans subdiviser l'intervalle T — £#,. 

Partageons maintenant l'intervalle T — {, en n? parties 
égales, en partageant en r» parties égales les intervalles £, — 4, 
Lo — tu, .... T—t,, et appelons X?, Y?, 72, . les va 
leurs de X, Y,Z, ... correspondant à ce mode de division : 
la différence entre X et X? sera une somme de n quantités de 


TEST À 
la forme (vu? (==) ;: elle sera donc elle-même de la forme 
Ov u2 : ; 
A (T — 45}?. Partageons l'intervalle T — 4, en n* parties 

nm 


égales, en subdivisant en n parties égales chacun des nouveaux 
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intervalles, et appelons X*, Y®,Z3,... les nouvelles valeurs 
de X,Y,Z,..., la différence entre X? et X* sera de la forme 


Ov? 
2 


(T — 4,}?, et ainsi de suite ; on a donc 
nm : 


X — X0 — Ovu?2(T — #6}, 


2 
X?2—X — 0v - HAT 


PET 


NE 


et, en ajoutant, 


XP — X0 = p2v(T — to} (0 + “7 “ ++ ) . 

Dans cette formule, la lettre 4 désigne des quantités diffé- 
rentes, mais toutes comprises entre — 1 et + 1 et bien déter- 
minées ; la quantité écrite entre parenthèses est, pour p —, 
une série convergente et, par suite, X? aune limite pour p —, 
ou, si l’on veut, X, YŸ, Z, ... ont des limites bien détermi- 
nées pour 7 —c. (Cauchy démontre que cette limite reste 
la même quelle que soit la manière dont on fait croître le 
nombre 7, mais ceci est inutile pour le but que nous nous 
proposons.) 

Supposons donc z — et calculons les dérivées des fonc- 
uons X, Ÿ, ..., données par les formules (b). On a 


T+AT 


ax= | 4m... nd 
T 


la quantité placée sous le signe / diffère infiniment peu de 


o(X, Y,...,T); on peut donc poser, en appelant e un infini- 
ment petit, 


AX=—ATT EUX, Ÿ, .…., T)+e] 
el 


AX 
ar = 7(X y RS DE 
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quel que soit n; donc, pour 7 — + et AT — 0, 


dx ; dY 
ar =2(& Y,...,T), ar 4 Y,..., D), 5 


donc : 

1° Les quantités X, Y, ..., calculées comme il vient d’être 
expliqué, satisfont aux équations différentielles (0). 

2% Pour T — 4,,1l est évident qu’elles se réduisent à x,, 
Vos Zo, --. respectivement : notre théorème est donc dé- 
montré. 

Le théorème précédent établit l'existence d’une solu- 
tion des équations (0) se réduisant pour {= to à & = %o, 
Y =Yo, ---, mais il n'établit en aucune façon que cette so- 
lution est unique : ce point reste donc à éclaircir. 

Il n’établit l’existence de la solution qu’autant que dans le 
domaine Lles fonctions ©, y, 4, ... et leurs dérivées restent 
finies et continues; donc, si, en se donnant un domaine L,, 
quelque petits que soient h, a, b, c, ..., les fonctions +, y, 
L, ... ou leurs dérivées pouvaient y devenir infinies, ou 
indéterminées, ou discontinues, la solution que nous avons 
trouvée pourrait disparaître. Je dis pourrait, parce que, 
dans bien des cas, l'expérience a démontré qu'il existe une 
solution telle/quefpouri£=="ti\on attirer 
bien que le domaine L dont nous avons parlé n’existe pas. 

La démonstration que nous venons de donner est au fond 
celle de Cauchy simplifiée dans quelques-unes de ses parties. 


III. — Continuité des solutions. 


Supposons maintenant que les fonctions ©, y, d, ... con- 
tiennent un paramètre à : je dis que les solutions des équa- 
tions 


dx dy dz 
(u) CAE TR LT AP md 


dont nous avons démontré l’existence, et qui pour £ — {, se 
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réduisent à Æo, Yo» Zos + -:, Sont Continues par rapport à 4. 
En effet, faisons varier & de la quantité g, et appelons v/, y/, 
d', ... les dérivées L %, 2 Li Vis 2110 «+ Croitront 
PE PR To Moileari: 2: CTOÏLTONL eifa, Ho;.last + 
et même, pour plus de généralité, si l’on suppose æ5, Yo, +. 
fonctions de x, on pourra supposer que ces quantités elles- 


mêmes varient de ho, Ko, lo, - -.; on aura 


li 
m=a+ f CP Ge 2 LIUE, 
L 


li 
Li + = ho fl. (To + ho, .. t)dt, 
lo 


et par suite 


li 
ki = ho + [ Aopi(zo +00, .….,a+0g,t) 
lo 
+ ko%a(ro +06, …,)42—+0p, t) 
Me LEE LS A NIET CNE OR 
+ go'(to+0ho, ...,a+0g,t)|dt, 
Ki = …...... ess slelceleero sie tes... ; 


En appelant alors M une quantité plus grande que w;,w9, ..., 
ph yi,uye -.-, y, - -., dans le domaine L, aucune d'elles 
n'étant supposée infinie, en appelant de plus H, une quantité 
supérieure à la plus grande des quantités g, h6, ko, ..., prise 
en valeur absolue, H, une quantité plus grande que la plus 
grande des quantités 9, h,, ki, ..., prise en valeur abso- 
lue, etc., on aura 


H; = 0[Hi+(ti—t)M(v +1)H] 
ou, en posant T — {4 — lo — lo — Ly—..., 


a PE — 0H[1+cM(v +1)]; 
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de même 
H; — 0H,{[1+TcM(v—+r)], 


et, par suite, 
H, = 0H,[1+TM(v +i)]" 


Hy = OH | 1+ M(Y+n CT — a 


nt 


ou 


ou enfin 
H, — () H, eM(V+1)(T—t6), 


Si donc g est infiniment petit, H, le sera, par suite H, le 
sera aussi, et il en sera de même de h,, k», ln, ... et de 
leurs limites, ce qui prouve bien la continuité des fonctions 
Z, V3 Z, +, par rapport à & et en particulier par rapport à 


Lo; Vo» Zo, CRE 


Maintenant supposons que, « variant de la quantité g, on 
représente les accroissements de x, y, 3, ... par æ'£g,y'g, 
z'g, ..., les équations (1) deviendront 


d à té 
EE De) Fret 


équations qui, combinées avec (1), donnent 


ds D (CE PE AN CP L)=o{" st); 
dt | 
ou bien 
dx’ r ! ! 
See = LPi+ÿ Pat... +9 + £gU, 
(2) dy" f 1 ! 
= tp {tee + À + sv, 


&, ©, ... désignant des fonctions finies de x, y,,#.., x!, 
V',..., 4, g. Supposons maintenant dans ces équations (2) 
Æ, V4, ... fonctions de & données par les formules (1) : ces 
équations définissent un système de valeurs de x’, y", 3, ..., 
devenant x, Y5, «.. pour £— t, (et un seul comme on le 
verra plus loin), dans un domaine convenablement choisi. 
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Ces valeurs sont continues par rapport au paramètre 2; donc, 
quand g tend vers o, les solutions tendent vers celles du 


système 
CRE LR Re 
di —= 1 EH" 2; 
dy" ; 
dt 4 #4 11 +. « —+- 4 , 


aie Le nr ad rt 
cela revient à dire que, pour g — 0, les quantités x’, y', ..., 
ont des limites et que, par suite : 


Les solutions des équations (1) ont des dérivées par rap- 
DÉS GET DATLOLILER, DA TAPUOrL. à Los Vos 203 ve 


: IV. — Propriétés des solutions d'un système d'équations 
différentielles du premier ordre. 


Nous venons de démontrer que le système de y équations 


dx dy del a 
(1) HU? TR D PNONE ..., 


D; XL, -.. désignant y fonctions de x, y, 3, ..., t, admet- 
tait une solution renfermant y constantes arbitraires qui sont 
les valeurs de x,y,23, ...,pourt=t,, {, désignant une valeur 
arbitraire de £. 

Toute solution des équations (1) renfermant y constantes 
arbitraires distinctes s'appelle une intégrale générale du 
système (1) ou. une solution générale de ce système. 

y constantes sont considérées comme distinctes quand on 
peut les choisir de telle sorte que, pour t—#,, les fonctions 
ZT, V, 3, --. reçoivent des valeurs données arbitrairement; 
ainsi les y constantes qui entrent dans une intégrale générale 
doivent être telles qu’on puisse les choisir de telle sorte que, 
ROUE 1,0%, 9, <.rtiprennent.desivaleursdônnéesià 
Avance ro, Vos Zoe. 

Soit 


(2) 1j =0; = 0, ….) == 0 
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un système d'équations contenant les y constantes arbitraires 
_ di, se, +.., 4,3 pOur que ces constantes soient distinctes, 1l 


faut qu'en yfaisant ii Te De V0 CP NOMNUIE 
résoudre ces équations par rapport à @i, Go, ..., @,; il faut 


et il suffit donc, pour que les constantes en question soient 
distinctes, que l’on n'ait pas (t. I, p. 167) 


CLÉ LS LEE 
O(&1, A2, +.., ay) D 


O0. 


Ceci posé, supposons que l’on résolve les équations (2) 
par rapport à &i, @, ...; on obtiendra des résultats de la 
forme 


(3) Ui== D: do Do: es AY = 


Di, Go, ... désignant des fonctions de +, y,z,...,t. Cha- 
cune de ces équations (3) est alors ce que l’on appelle une 
intégrale de système (1) et, en général, Loute équation en x, 
Y:3,-..,t, renfermant une constante arbitraire, conséquence 
de (1), etconcourant à former la solution générale, est ce que 
l’on appelle une intégrale. 


Taéorème I. — S%, entre les équations (2) qui forment 
une intégrale générale du système (1) et leurs dérivées 
relatives à t, on élimine &;, 4, ...,a,, on trouve les équa- 
tions (1)ou un système équivalent, c’est-à-dire fournissant 


Ve D à à 
les mémes valeurs de <=, %, 
NUE À à 


RD a al 

En effet, par hypothèse fsil/Oneurett; 50e) 
pour porter leurs. valeurs dans (1), celles-c1 deviennent des 
identités, c’est-à-dire sont satisfaites, quel que soit #, et 
aussi quels que soient &@,, &:, ..., @,; cela revient à dire 


: red : ; ; , d 
que, si l’on différentie les équations (2), afin d’en tirer Et 


dt 
a. +-., ce qui donne des équations que j'appellerai (E), et 


: : demo 
sde elde lp) iOntire nee et rs pOur les 
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porter dans (1), celles-ci deviennent identiques; les équa- 
tions (1) sont donc des conséquences nécessaires des équa- 
tions (2)et (E) ne contenant plus &,, &, ..., a,; par défi- 
nition même, ce sont les résultats de Pl? élimination de a entre 
les équations (2) et leurs dérivées. CAO D: 


Corozzarre. — St l’on se donne y équations entre x, y, 
-.., t renfermant y constantes arbitraires et st l’on 


9 
limine les constantes entre Les équations données et leurs 


é 
dérivées relatives à t, en considérant x, y, ..., comme 
des fonctions de t, on obtiendra des équations différen- 
telles qui auront pour intégrale générale le système des 


équations proposées. 


Les équations différentielles ainsi obtenues seront en effet 
des conséquences nécessaires des équations proposées, c’est- 
à-dire seront satisfaites pour les valeurs de x, y, 3, ... tirées 
de ces équations. 


Tuéorsme Il. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que 


(4) w 4, 


w désignant une fonction de x, y, 3, ..., tet a une con- 
stante arbitraire, soit une intégrale du système (1) est que 
l’on ait identiquement, c'est-à-dire quels que soient x, y, 


Z, ec... L, 


5 où 0m 0. RENTE Ru 
(5) tan Li loz 0 


En effet, dire que (4) est une intégrale de (1), c’est dire qu'il 
existe y — 1 autres équations 


(6) D — 1, WD9 — A), .. D y—1 — dy-1; 


4, Go, --. désignant des fonctions de x, y,3, ..., et &, 
&»>, ... des constantes arbitraires, formant avec (4) une inté- 


grale générale de (1). 
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Si l’on différentie les équations (4), (6), ce qui donne 


05 05 dx  0ù dy. 


ot. Dale dy Cat 

(7) D 1e ORAN CE CN RE 0: 
ot 0x dt dy dt 

dx dy 


etsi de (4), (6), (7)on ture x,y, ..., =) “> +++ pour les 


porter dans (1), ces formules deviennent identiques, c’est- 
à-dire ont lieu quel que soit £ et aussi quels que soient à, 
@>, -.. : en d’autres termes, si entre (4), (6), (3), (1) on él- 
dx dy 
PEdAETE 


dx. dy 
LH? Br °°, NOUS aurons 
C 


mine æ, y, -., on obtient des identités. Elimi- 


nons d’abord 


Glo) 0 Plo) 
PTE PUS 0Y / Ra 
(8) 05: 05: 01. LÉ 
ot DCE MO EC ADULTE 


See Em ete se D ed on etes in niate nef Sn0)e als 


Ces formules doivent devenir des identités en y remplaçant 
x, y, -.. par leurs valeurs tirées de (4) et (6); mais, suppo- 
sant celte substitution faite, elles ont lieu quelles que soient 
d’ailleurs les valeurs attribuées à &@, &;, &:, .... Or on peut 
Choisir dar, 4d, + ..1dertelle "sorte quete RATER 
des valeurs données arbitraires; les formules précédentes (8) 
ont donc lieu pour des valeurs arbitraires de x, y, ...; ce 
sont donc des identités, même avant la substituuon à x, 
J, ... de leurs valeurs tirées de (4) et (6); donc, en parti- 
culier, la formule (5) est bien une identité. 

Réciproquement, si la formule (5) est une identité, la for- 
mule 


to) oi 00 Idem ET 
9 ot 0x dt dy dt 


.— 0, 


que l’on obtient en y remplaçant ©, y, ... par leurs valeurs 
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tirées de (1), sera une conséquence de (1) : elle pourra même 
remplacer l’une des équations (1); or cette formule (9) peut 
s’écrire 

ds = 0 ou Ti CONSL. 
On en conclut que & — consi., ou ù — «est une conséquence 
de (1) et concourt à former son intégrale générale : c’est donc 
une intégrale de (1). 


Corollaire. — Les résultats précédents peuvent s’énoncer 
d’une manière un peu différente. Dire que (5) est une iden- 
tité, c’est dire que w est une intégrale de l’équation en & aux 
dérivées partielles 


Go) JU ou. LÉ 
FF DRM on 


On peut donc dire que : 


La condition nécessaire et suffisante pour que © — const. 
soit une intégrale de (1), c’est que w soit une intégrale de 
l’équation (10) aux dérivées partielles. 


Remarque. — Les constantes a, a,, ... sur lesquelles 
nous avons raisonné doivent être arbitraires ; ainsi & = 0, par 
exemple, pourrait être une solution de (1), plus exactement 
pourrait concourir à former une solution de (1), sans que w 
füt solution de l'équation (10); nos raisonnements supposent 
essentiellement que la constante & peut être choisie égale à 
tel nombre que l’on voudra, sans que x — à cesse d’être une 


intégrale de (1). 


V. — Classification des solutions des équations différentielles. 


Taéorime [. — Un système de y équations différentielles 
du premier ordre 


dx dy dz 
(1) Fm ji Aer Co 


n'a qu'une seule intégrale générale. 
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En d’autres termes, il n’existe qu’une solution de ces équa- 
tions renfermant y constantes, pouvant être choisies de telle 
sorte que, pour { — (5, &Æ, Y, 3, ... prennent des valeurs 
données Zo, Vos 20: - - 

Considérons en effet une solution renfermant y constantes 
distinctes &i, &>, -.., @,, cette solution se présentera sous 
la forme 


(2) RE, (0! Us Il, = 0, 


1,112, “= désignant des fonctions der, 922 eme 
&>, +.., &. Or, quelle que soit une solution du système (1), 
on peut toujours la présenter sous la forme(2), &,, &, ...,@, 
ne désignant plus des constantes, mais bien cette fois des 
fonctions convenables de {; pour déterminer ces fonctions, il 
suffit, après avoir remplacé, dans (2), x, y, z, ... par leurs 
valeurs en fonction de #, de résoudre les équations (2) par 
rapport à Gi, A2, -.., y. 

Différentions les formules (2) et représentons par la nota- 


4 di QAr. 
tion —; la quantité 
di 


OO de | ON de. 
ÔE 2% SORA CANCER 


nous obtiendrons les formules suivantes : 


di; OIT; da: OIT; da» 
1. - + 


TS 0a; dt 0G2: dt ue 
(3) CAIE “a CE da; De QE da; LE 
de DATE dax di DS 


Pour que les formules (2) constituent une intégrale du sys- 
dx dy 
ARLES No 
tirées de (2) et (3), satisfassent à €r); or les valeurs de ces 
quantités tirées de (2) et de 


tème (1), 1l faut que les valeurs de x, y, 3, ..., 


A AT) AL 
(4) HE AU ES Re dt —” 
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rendent les équations (1) identiques, c’est-à-dire que ces 
équations ont lieu, quels que soient les & et, par conséquent, 
quelles que soient les fonctions de & par lesquelles on rem- 


place les &. Il en résulte que, réciproquement, si l’on remplace 


HAT TA 
dans les formules (4) Fe _…. ‘és DAC MAR LEE LV, 


par leur valeurs tirées de (1) et (2), elles deviennent iden- 
tiques ; les formules (3), quand on y suppose +, y, ... rem- 
placées par leurs valeurs tirées de (1) et (2), deviendront 
également identiques, en sorte que l’on a 


OI, da, OIT, da» 0II, da, 
dar did V0 TARN do TER 
it MERS EANRPE RARE ANSE CE FORT MES RES ; 
OIL, da; OI, da» OIL, da, 
| day dt das dt Ua cart i 


telles sont les équations qui détermineront &,, &:, ..., a. 
On en ure, en général, 


dass da da, 


= = () O ... — = Q 
dt 4 dt A dt ; 


ce qui donne a, — const., &> — const., ... et l’on retombe 
sur la solution générale d’où l’on était parti; mais on peut 
encore satisfaire aux équations (5) en supposant 


(6) 


Cette équation détermine l’une des quantités «& en fonction 
des y — 1 autres : les équations (5) se réduisent à y —1 
distinctes; elles sont différentielles et du premier ordre et 
font connaître avec (6) les’ quantités &,, &s, ..., a. On 
peut encore satisfaire aux équations (à) en annulant non plus 
seulement leur déterminant, mais ses mineurs, ce qui revient 
à annuler deux de ses mineurs ; on a alors deux équations qui, 
jointes aux y — 2 auxquelles se réduisent les équations (5) 
L. — Traité d’Analyse, V. 2 


? 
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feront encore connaître les valeurs de &,, &, ..., et ainsi 
de suite : 

1° Supposons que le système (1) se réduise à une seule 
équation, et son intégrale générale à I, — 0, contenant la 
constante @, il pourra exister en outre la solution IT, — o dans 


Eu Â ; oTI 
laquelle a sera tiré de l'équation —— — 0, à laquelle, dans ce 
0&; 
L Ed \ < o # . OIT; 
cas, se réduit le système (5), si cette équation -— — 0 a une 
” da; 
solution. Le système (1) réduit à une équation unique n'aura 
donc qu’une solution renfermant une constante arbitraire, en 
un mot, qu'une solution générale. 
2° Supposons le système (1) composé de deux équations : 
soient Il, — 0, Il, — 0 sa solution générale, renfermant les 
constantes &, et &; 1l pourra avoir une autre solution donnée 
par les formules 
O(Il;, Il ) + 
(1, 2) A 
OIT, da; OI daz 


ai dt 0a3 dt 


? 


ou par les formules 


OI; OI 


—— —= 0 = — 0 
da; k 0&; 4 


En aucun cas, ces solutions, fournies au plus par une équation 
différentielle, ne pourront renfermer plus d’une constante 
arbitraire. 

3° S1 le système (1) renferme trois équations, outre la so- 
 lution générale, 1l pourra en exister d’autres, données au 
plus par deux équations différentielles et ne pouvant pas par 
suile contenir plus de deux constantes arbitraires, et ainsi de 
suite. 

Donc, enfin, un système de y équations du premier ordre 
ne peul avoir plus d’une intégrale contenant y constantes ar- 
bitraires. C0: FarDe 

Mais la démonstration précédente met en évidence une 
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foule d’autres solutions qui ne rentrent pas dans l'intégrale 
générale, c’est-à-dire que l’on ne peut pas en déduire en don- 
nant aux constantes des valeurs numériques particulières : on 
appelle ces solutions intégrales singulières, en réservant le 
nom d’intégrales particulières (*) à celles que l’on déduit de 
l'intégrale générale en attribuant des valeurs numériques 
déterminées aux constantes arbitraires qu’elle contient. 


VI. — Des solutions singulières. 


En résumé, nous venons de voir que le système des y 
équations différentielles du premier ordre 


dx dy uu LEE 
(1) HAT] DATA: BAT 


avail : 


1° Une solution, son intégrale générale, composée de y 
équations 
(2) = 0; [10$ VAS HE 0, 


A 


renfermant y constantes arbitraires distinctes, &,, &2, ...,@y; 
2° une solution singulière donnée par l’équation 


(3) R — 0, 


ety—1 des équations 


OI; da; ol; da, 

CE NÉE ROMERTINET 
PR niet) 

RE (ere) 

da dt dde d 


où æ, y, ... sont censés remplacés par leurs valeurs tirées 


(*) Quelques auteurs désignent sous le nom de solutions particulières 
celles que nous appelons singulières. 


20 CHAPITRE I. 


de (2) et où R désigne le déterminant 


OCT SELS, I) 
d(A1, A2, ..., ay) 


Cette solution pourra ne pas exister : c’estce qui arriverait si 
le système (3), (4) présentait quelque incompatibilité. 
3° Une solution singulière donnée par deux des équations 


ET R 
5 Dent SOI nr 
EPA 0@> 


et par y—2 des équations (4); cette solution pourra de 
même ne pas exister, et ainsi de suite. 

Toutes ces solutions pourront ne pas exister : ainsi, 
par exemple, si R—o était une équation absurde, telle 
que 1— 0 par exemple, il n’y aurait pas de solution singu- 
lière. En aucun cas, les solutions singulières ne seront en 
nombre infini, car R ne peut être identiquement nul, sans 
quoi les constantes &;, &», ..., ay ne seraient pas distinctes 
(TH 

Indépendamment de ces solutions singulières que l’on 
peut déduire de l'intégrale générale et que nous appellerons, 
pour abréger, solutions de première espèce, il peut exister 
une seconde espèce de solutions singulières, et, en effet, 
nous avons admis tacitement dans nos raisonnements que 
les fonctions ©, y, Ÿ, ... et leurs dérivées étaient finies, 
continues et bien déterminées quand on supposait =, 
LL, Vi Wore.-. Quandicés hypothèsesine se trouvenr 
pas vérifiées, nos raisonnements sont en défaut et les con- 
clusions que nous en avons tirées peuvent être inexactes. 
L'expérience prouve effectivement que l’on peut trouver des 
solutions singulières en écrivant que ©, y, 4, ... ou leurs 
dérivées relatives à æ, y, 3, ... sont infinies ou indéter- 
minées. 

Enfin nous avons supposé les équations différentielles pro- 
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osées résolues (théoriquement au moins) par rapport à GE 
É q P PI dr? 


d £ } 3 , 
+ .ss1 élles ne pouvaient pas fournir des valeurs bien 


déterminées pour ces quantités, nos conclusions tomberaient 
en défaut. 


Remarque. — Lorsque l'intégrale générale se présente 


sous la forme 


D 0, Da = O, FA Dy — 0, 


les fonctions 5,,w52, ... ne renfermant chacune qu’une seule 
constante arbitraire, les solutions singulières prennent une 
forme simple à remarquer. Si, par exemple, 5, ne contient que 


3 . ; : à ail II ne 
di, Si m2 ne contient Que As, -.. le déterminant Ces 
J(a, da, .. .) 


se réduit au produit 


0®1 05» : 0Dn 
da; 0» ] 04» 


> 


de sorte que l’on peut obtenir des solutions singulières en 
ürant quelques-unes des quantités &,, &>, ... ou toutes ces 
quantités des équations 


0w:; 059 


= — 0 
0&: s 0 


Leibnitz en 1694, Taylor en 1715, et surtout Clairaut 
(Mémoires de l’Académie des Sciences, 1534) paraissent 
être les premiers qui aient remarqué les solutions singulières. 
Euler s’est occupé à plusieurs reprises de la question des 
solutions singulières (£'xposition de quelques paradoxes 
de Calcul intégral, Acad. de Berlin, 1556. — Mechanica, 
t. II, art. 268, 303, 335. — 1°" Vol. de Calcul intégral). 
Laplace, en 1792, a inséré un Mémoire dans le Recueil de 
l'Académie des Sciences, Sur les solutions particulières 
des équations différentielles. — Connorcer, Mémoires de 


DIUPUE EN: 
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Lagrange est un de ceux qui ont le plus approfondi la 
théorie des solutions singulières (voir ses Œuvres com- 
ptlètes). 

Citons encore un Mémoire de Poisson (Journal de l'Ecole 
Polytechnique, t. XIIT), de M. Catalan (Comptes rendus, 
t. LXI, 1870), de M. Darboux (ibid., 1870; reproduit 
dans le Bulletin en 1873), de M, J.-A. Serret (Journal 
de Liouville, 1"° série, t. XVII). 

Mais la théorie exacte et complète des solutions singulières 
ne pouvait être solidement établie qu’à la suite d’une 
démonstration rigoureuse de l’existence des intégrales des 
équations différentielles ; la théorie des solutions singulières 
devait résulter de la discussion de cette démonstration, et 
l’on peut dire que c’est à Cauchy que l’on doit la véritable 
théorie des solutions singulières; on n’a ajouté que fort peu 
de chose à ce que l’illustre auteur a fait connaître sur cette 
matière. (Voir le Calcul différentiel et intégral de l'abbé 
Moigno, où sont résumés les travaux de Cauchy.) 


VII. — Recherche directe des solutions singulières. 


Pour trouver les intégrales singulières de première espèce, 
nous sommes parti d’une intégrale générale 


(1) io, I>—0, ...  JIy,=o, 


et nous y avons remplacé &;, &, ..., ay par des fonctions 
telles que les valeurs de +, y, ... tirées de (1) satisfaisaient 
encore aux équations différentielles à intégrer. Or on peut 
choisir &,, &,, ... constants et tels que, pour t = to, l’x, l'y, 
le z, ... de l’intégrale générale soient les mêmes que l’x, l'y, 
le z,... d’une intégrale singulière; mais alors, en calculant Fe ) 
dy : Sa 

2": au moyen des formules (1), soit en y regardant les a 


comme des constantes, soit en les regardant comme des va- 
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riables, ils auront les mêmes valeurs, puisque l’on a 
OII; da; OIl; das 
ed —— a 
0& dt 0@> dt 
pour la solution singulière aussi bien que pour la solution 
dx dy 
Va 
donnés par les formules (1) et 


générale, et que . seront dans l’un et l’autre cas 


di; dl di, 


10 0: PART O 
dt ; dt d dt L 


où les a et les x, y, 3, ..., t ont les mêmes valeurs numé- 
riques ; il en résulte que : 


Une intégrale singulière de première espèce a les mêmes 
dx dy dz 
CRE 
coïncide. 


» --- que l’intégrale générale avec laquelle elle 


De là un moyen de se procurer les intégrales singulières 
de première espèce, sans qu'il soit besoin de connaître l'inté- 


grale générale. Elles se composeront des valeurs de æ,y, 3, ... 
drdy eds 
dt” dt” dt’ 
systèmes de valeurs égales ; en d’autres termes, les équations 


pour lesquelles .. seront susceptibles de deux 


nue | À dx d À 
différentielles qui donnent %, 4%, ,.. devront avoir une 
DÉEALE 
solution double. Soient 
(29 F0; Fo =t0, Le F0 


ces équations, F,, F:, ... désignant des fonctions de x, y, 
dæ: …,. dy 

PANTTONATT20R 
singulière satisferont à l’équation 


RATE ..; l’&, l’y, ... de la solution 


(Fi, Fo, .….. F,) 
M TL 
Go dt) 
C , , ’ “ d’ s]; . s d er / ! 
ette équation permettra d'éliminer une des quantités æ , y, 
z',.... On n'aura plus alors qu’à intégrer un système à y équa- 


tions dont y — 1 seulement seront différentielles : la solution 
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singulière renfermera alors y — 1 constantes arbitraires. On 
peut trouver les autres solutions singulières d’une façon ana- 
logue : pour trouver celle qui renferme y — 2 constantes, on 
(FLE 
(LS VA SENS i 
mais ses mineurs, ce qui fera deux équations distinctes; on 
s'en servira pour éliminer de (2) x! et y! par exemple; 
l'intégration des équations résultantes fournira la solution 
demandée si elle existe, bien entendu. 


égalera à zéro non seulement le déterminant 


Remarque. — La méthode que nous venons d'indiquer con- 
duit aux solutions singulières de première espèce quand elles 
existent; mais il sera indispensable de vérifier que les résul- 
tats trouvés par cette méthode fournissent bien des intégrales 
de l’équation proposée : j'ajoute même que, le plus souvent, 
lors même qu'il existera des solutions singulières, la méthode 
fournira des solutions étrangères. 

Et en effet, en écrivant que le système (2) admet une 
solution multiple, nous exprimons qu’il existe deux solutions 
du système (2) présentant les mêmes x’, y’, z', ..; l’ensemble 
des valeurs de x, y, 3, ..., pour lesquelles cette circonstance 
se présente, peut fort bien ne pas satisfaire aux équations (2), 
et en effet nous avons seulement remarqué que la solution 
singulière de première espèce était telle que ses x’, y, z', ... 
étaient les mêmes que celle de l'intégrale générale avec 
laquelle elle coïncide; mais la réciproque n’a pas lieu néces- 
sairement : nous le vérifierons sur des exemples. 


VIII. — Interprétation géométrique pour le cas 
d'une seule équation. 


Considérons une seule équation différentielle 
dy / 1 
(1) fav En à ou RAC A TEE Gr 
Soil 


(2) | Elr,#; d}#æ0 
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son intégrale générale; elle représente, quand on y consi- 
dère æ et y comme les coordonnées d’un point, l'équation 
d’une famille de courbes dont le paramètre a est la constante 
d'intégration, (1) est alors l'équation différentielle de cette 
famille de courbes. 

Reprenons la théorie des solutions singulières dans le cas 
particulier qui nous occupe. 

Supposons que &, au lieu de désigner une constante, repré- 
sente une fonction de æ (ou de y); pour que l'équation (2) 
fournisse encore une intégrale de (1), 1l faudra que les valeurs 


dy TP à . . , : + 
de y et de Ty urées de (2) rendent (1) identique, c’est-à-dire 


. . l Le LA 
y satisfassent quel que soit æ. Or Z se calculera en différen- 
dx 


tiant (2), ce qui donne 


S1 l’on détermine alors @ par l'équation 


(4) Mes 


l'équation (3) se réduira à 
oF 0F 


(5) DR AD: 


comme dans le cas où & est constant; si alors on remplace 
dy ue 
dans (1) y et 7m Par leurs valeurs tirées de (2) et (5), cette 


équation, étant satisfaite quelle que soit la constante à, sera 
encore satisfaite quand @ sera fonction de x tirée de (4), 
puisqu’en définitive elle ne contient pas &. Ainsi (2) sera 
‘ encore une solution de (1), si «a, au lieu d’être constante, est 
fonction de x et y tirés de (4). Cela revient à dire que la 


’ L4 e oF . 0 
résultante des équations F — 0, 5 — © est une solution sin- 


gulière de (1). Cette solution singulière représente l'enveloppe 
des courbes (2). Ainsi : 


La solution singulière de première espèce d’une équa- 
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tion différentielle unique du premier ordre représente 
l'enveloppe des courbes représentées par l'intégrale géné- 
rale. 


Cette conclusion est soumise à des restrictions : 1° si les 
équations (2) el (4) sont incompatibles, il n’y a ni enveloppe, 
ni solution singulière. | 

2° Si l'équation (3) et l’équation (5) sont illusoires, elles 
ne fournissent pas, pour la valeur de a tirée de (4), de valeur 


d 
pour _… parce que l’on a 


0F 0F 
(6) 1 dy = 


0; 

il n’y a pas de raison alors pour que la résultante de (2)et(4) 
fournisse une solution de (1) [1l pourra se faire dans quelques 
cas que cette résultante soit encore une solution, et il faudra 
dans chaque cas particulier examiner directement ce qui a 
lieu |; la résultante de (2) et de (4) représente encore un lieu 
d’intersections successives des courbes (2), mais non plus 
une enveloppe proprement dite, en ce sens que cette courbe 
ne touche plus nécessairement les courbes intégrales. Les 
équations (6) ayant lieu, le point (x, y) sera sur la courbe qui 
représente l'intégrale générale un point singulier, en sorte 
qu'en éliminant a entre F —oet . — o, on obtiendra le lieu 
des points singuliers de la famille de courbes représentées 
par l'intégrale générale F — 0; mais il semble que ce soit là 
une circonstance exceptionnelle et que la résultante de 


0F , 4 9 pm HET 
F—\o'el 5 — 0 donne généralement une solution singulière 


représentant l’enveloppe des courbes F — o. 
D'un autre côté, on pourra trouver la solution singulière 
si elle existe, en éliminant y entre l’équation (1) et sa 


pr? 4 of . . 7 . . 
dérivée y — ©» qui exprime que l'équation f — 0 fournit 
deux valeurs égales de y’. 

Mais, pour que la solution singulière existe, 1l faudra que 
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of 


la valeur de y tirée de la résultante de f — 0 et de -, — 0 
9y 


satisfasse à l'équation (1) et qu’alors on ait identiquement, 
c’est-à-dire, quel que soit x, quand y sera déduit de la résul- 


of 


tante de f — 0, HIS 


ACPRERA TE 


Or de l’équation 


on va tirer y'== o(æx, y) et la résultante de cette équation et 
de f — o sera 
J(æ, 7, 9)=0. 


Tirons-en y’; à cet effet, différentions-la, nous aurons 


. Rire DEAN IUPENNNE 
sta 2e (ae 7 | 


0 Ô 
Mais . est nul, car il est égal à UE y' désignant précisément 
ici la louer o; on doit donc avoir pour l’y' de la solution 
singulière 


ainsi l'y etl’y’ de la solution singulière devront satisfaire aux 
trois équations 


G) f=o 5-0 L+r Le 


L'une de ces “ion devra donc rentrer dans les deux 
autres : tout porte à croire que cela n’aura pas génér alement 
lieu. Ainsi, d’après cette petite discussion, il semble qu’en 


A 
dy" 
tangentes confondues, c’est-à-dire un rebroussement, et qu’en 


= 0" on exprime que la courbe intégrale a deux 


éliminant y’ on trouve le lieu de ce rebroussement et non pas 
une solution singulière. 
Ce résultat paraît en contradiction avec celui que nous 
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avons trouvé tout à l'heure, qui nous porte à croire que la 
solution singulière existe presque toujours, et, d’ailleurs, 1l 
semble étonnant que les courbes intégrales présentent ordi- 
nairement toutes des rebroussements, et l’on serait presque 
tenté de croire qu’effectivement les équations (7) se réduisent 
à deux distinctes. 

C’est Clebsch qui a expliqué ce paradoxe, en faisant ob- 
server que, étant donnée l’équation intégrale F(x,7, a)= 0, 
l'équation différentielle obtenue en éliminant & entre F — 0 
et Æ — o n'avait pas toute sa généralité quand F(x, y, a) 

dr ) 
était quelconque; et qu’en donnant au contraire à f(æ,y, y) 
toute sa généralité, a n’entrait pas d’une façon arbitraire 
dans F. Il y a là un phénomène analogue à celui qui se pré- 
sente dans la théorie des figures corrélatives. La figure cor- 
rélative de la figure la plus générale de son ordre n’est pas la 
plus générale de sa classe, et vice versa. 

Ainsi notre paradoxe s’expliquera, en admettant que les 
formes les plus générales de F et f ne se correspondent pas. 

M. Darboux avait essayé d'expliquer ce paradoxe en admet- 
tant que toutes les équations différentielles n’avaient pas 
nécessairement une intégrale de la forme F(x, y, a)—= 0, 
F désignant une fonction bien déterminée, et que celles qui 
n'admettaient pas de solution singulière n'avaient pas la 
forme en question : l'explication de M. Clebsch nous paraît 
être la vraie. 

Cherchons le lieu des points d’inflexion des courbes inté- 
y _ dy 


orales, c’est-à-di I ints ot = —<— —=0. 
g , C'est-à-dire le lieu des points où 5 ge —=0 À cet 
SNS : dy' 
effet, différentions (1) et posons <= — o, nous aurons 
dx 
0 0 
US REe 
0x  0dy 


On voit donc que, si ce lieu coïncide avec le lieu des points 


of PSE 5 : 
pour lesquels NE les équations (5) auront lieu en même 
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temps, et la solution singulière existera. On conçoit, en effet, 
que, quand sur une courbe variable de forme un point d’in- 
flexion vient se confondre avec un rebroussement, inflexion 
et rebroussements disparaissent pour faire place à un point 
ordinaire. 


Remarque. — Nous avons fait observer (p. 24) que la 
méthode donnée pour la recherche directe des intégrales sin- 
gulières conduisait souvent à des solutions étrangères : les 
considérations géométriques rendent compte de ce fait; en 
effet, la résultante des équations 


D. 
ne 


ae Ty di A el 0 

fera connaître, outre l’enveloppe des courbes intégrales de 
f = 0 si elle existe, le lieu des points où deux courbes inté- 
grales se touchent (voir l’£xercice 9, à la fin du Chapitre). 


IX. — Reconnaiïitre si une solution est particulière ou singulière. 


Étant donnée une solution d’une ou plusieurs équations 
différentielles, ne renfermant pas autant de constantes qu'il 
doit en entrer dans la solution générale, il y a lieu de se de- 
mander si cette intégrale est singulière ou particulière. 

Lorsque l’on connaît l'intégrale générale, la solution de 
celle question est facile : considérons, en effet, les y équations 
différentielles 


el soient, &, G», .. désignant les constantes d'intégration, 
(2) PORTA RÉ ET os ere) > 0; X = 0, 


les équations qui forment l'intégrale générale. Si une équa- 
tion 


(3) E = o, 
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entre æ, y, 3, ..., €, est susceptible de faire partie d’une 
solution particulière, il faudra que les valeurs de æ, y, ... 
tirées de (2) et portées dans (3) rendent celle-ci identique 
pour certaines valeurs de &,, a, ..., c’est-à-dire y salisfas- 
sent quel que soit £. Donc, si l’on élimine x, y, z, ... entre 
(2) et (3), t devra disparaître de la résultante, pour certaines 
valeurs de &;, &2, .... Telle est la condition pour que E — o 
fasse partie d’un groupe d'équations constituant une solution 
particulière et non singulière. 

La question est beaucoup plus difficile à trancher quand 
on ne connaît pas l'intégrale générale du système (1). Voici 
quelques généralités à cet égard. 

D'abord, si une équation donnée E — 0 renferme une con- 
stante arbitraire x, on la résoudra par rapport à cette con- 
stante & et on la mettra sous la forme 


U = X, 


si alors # = à est suscepüble de faire parte de l’intégrale 
générale, nous avons vu que l’on devait avoir identiquement 


ou : ou 4 ou " 
[ds Ê SFR T l . L2 . — (GE 
ot vÉ dr J. 0Y | 
et comme d’ailleurs 
ou à O0E 0E ou 0ËE 0E 
AT dt 02 ÿ OL à dr 0% 6 à 


on pourra remplacer cette identité par l'équation 


DES 0E 0E 
- DIET = VER O0 
ol Dr OV /. 


qui devra devenir identique par l'élimination de « au moyen 
de E— 0,si E = o peut concourir à former l'intégrale géné- 
rale. Si cela n’a pas lieu, E — 0 fait partie d’une solution par- 
uculière ou d’une solution singulière. 

Considérons maintenant une intégrale avec ou sans con- 
stante arbitraire, et supposons que l’on en ait tiré les valeurs 
de x, y, z, ..., sous la forme 


(4) D = NL) OMR 
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supposons que les équations (2) résolues par rapport à 
TV RRUUUNENT 


(5) DA aires), Ve Masse 1e, 


Posons 


D ne ue Ste 
VA RIT Pre Le LE nes 


PA AT RP Te 


nous tirerons de (4)et(5)les valeurs de #2 ) LIN +.) et nous 


les porterons dans (1). Ces équations devant être satisfaites, 
on aura 
DOG Mr), MS OMeMAER er 
RTE TO NT À À D CAEN EU 
et par suite, par soustraction, 
A'—'=oœ(A,M,...,t)—o(À, um ...,#), 
ou 


AM—X, o(A,M,...,1)—o(À, 1, ....t) 
RSI UT ENUDX EX Eu DÉPAE HE 


et, en intégrant de fo à £, 


SAGE) AE) _ 'p(A,....8)— (À, -..,6) 
(6) nee D REY TERRE 


0 


Maintenant on peut disposer des constantes àa;, &», ... de 
telle sorte que A(t5)—= À(t5); si la dérivée de o(À, ...,t) 
relative à À pour £— t, n’est pas infinie, le second membre 
de la formule précédente sera fini. Il en sera de même du 
premier, ce qui exige que, d’après la manière dont ont été 
choisies les constantes, on ait 


A(t)= X(&): 
: NES : do à 
donc, si Les dérivées partielles © LE 
0x 0y 
nies, pour les valeurs de x, y, ... tirées de la solution 
donnée, cette solution ne sera pas singulière. 


-. ne sont pas. infi- 
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Supposons maintenant la quantité placée sous le signe f 
dans la formule (6) infinie pour {= t{, : on pourra supposer t 
très voisin de £, ; ilest clair alors que, si les intégrales définies 
singulières 


21, CR 
fl CNIL FAR? TO TPE PRE à Fe 
Je, | À — } 


sont nulles, les intégrales 


Jf PCA) eu) 7, 
I Te REA 


0 


seront finies et l’on aura A(t)—= À(t) pour les valeurs des 
constantes, telles que A(#,)— À(t,). Ainsi : 


Pour reconnaître st une intégrale est particulière ou 
singulière, il suffira de discuter les intégrales définies 
singulières, telles que (5). 


Cette méthode a été indiquée par Cauchy (Moreno, Calcul 
différentiel et intégral); elle ne lève pas, comme l’on voit, 
toutes les difficultés; d’ailleurs ©, 7, ... ont été supposés 
bien déterminés. 

Les recherches exposées dans ce paragraphe ne sont pas 
inutiles, car il arrive souvent qu’une solution trouvée par les 
procédés applicables à la recherche des solutions singulières 
est une intégrale particulière : cela arrive quand, dans une 
équation du premier ordre par exemple, les courbes inté- 
grales ont l’une d’elles pour enveloppe. 


X. — Cas où la variable est imaginaire. 


Pour démontrer l’existence des solutions du système 


dx dy D 


(1) TD PR RO PAT, 


nous aVOnSs SUPPOSÉ &, Y, ...,l, ©, Y, ... réels. Supposons 
maintenant que ces quantités soient imaginaires, et faisons 
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varier & Le long d’un chemin {,T bien déterminé. Pour cela, 


on fera 
t=o+Ty—1, 


s et 7 désignant des fonctions convenablement choisies d’un 
paramètre Ü, par exemple; x, y, ... deviendront des fonctions 


Lit ToW—1, Yi YaV—1, . . et HMARRIENUeS Ex pres 


L2 7 Ve 1 
sions-de la forme ©, + o4—1, 1 yaVer,.., et les 
équations (1) seront remplacées par 


dt + dt V—1 / — 


dô = (s' + V1 )(gi+ pe — 1), 
PR (+2) Gta) 


a etes oo ne c'e + àle a eo) = ep Et ont ones Dr s e eos le) « se o 6 à ». 5.6 + 2e 


Ces y équations se décomposeront en 2y équations différen- 
tielles par rapport aux 2y fonctions Z4, Zo, Va, Va, ... de 
admettant une solution se réduisant à æ°, æ°, y®, ... pour 
6 — (9, ce qui revient à dire que les équations (1) ont une 
solution se réduisant à Zo, Yo, ++. pour £ = {y quand on fait 
suivre à la variable £ un chemin bien déterminé. 

Lorsque la variable £ se rend de & à T par un chemin 
indéterminé, les valeurs de x, y, 3, ... peuvent être elles- 
mêmes indéterminées, comme nous l’avons déjà observé sur 
l'équation 

dx 
ne 


JE), 


LA 

qui donne pour x l'intégrale | f(4)dt, dont la valeur dépend 
É, 

du contour d'intégration suivi pour aller de £, en £; mais, pour 


un chemin donné, les équations (1) admettront en général des 
solutions bien déterminées. 

L'étude du cas où la variable passe par des valeurs ima- 
ginaires présente des difficultés particulières; toutefois la 
synecticité des fonctions intégrales peut être établie pour 
certaines limites, à l’aide du procédé imaginé par Cauchy et 
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perfectionné par MM. Briot et Bouquet, que nous avons 
exposé à la page 127 du tome IV. 


XI. — Équations d'ordre supérieur au premier. 


Un système d'équations différentielles dont une partie 
ou la totalité est d’ordre supérieur au premier peut étre 
ramené à un système d'équations du premier ordre. 


En effet, considérons le système 
(1) re 0 APTE SO POS RS F0 


et supposons qu'il contienne des dérivées au plus d'ordre m 
par rapport à æ, d'ordre n par rapport à y, etc. Posons, en 
appelant 4 la variable indépendante, 


RhFE dx dx’ Pre dxim—1) 
SH PE LT = —— .…... nt es 
dt? dt” dt 
(2 ) } y’ dy 3 1e dy” : s y) x dytr-1 
dt dt dt 


les équations (1), (2) formeront un système d’équations du 
prémier OTUrE PA? TApPOLD AE, EC 1, DIT ESS 
y%71),.... L'intégrale générale d’un pareilsystèmerenfermera 


ViMm—i+i—1+...=mMm—+n +... 


constantes arbitraires. 
En particulier, si l’on considère une équation unique 
d'ordre m, son intégrale renfermera m constantes arbitraires. 
Il résulte de là que : 


St, entre les équations qui constituent l’intégrale géné- 
rale d’un système d'équations différentielles et leurs déri- 
pées d’un ordre suffisamment élevé, on élimine les con- 
stantes, on doit retomber sur les équations différentielles 
proposées. 

Des équations différentielles n'ont qu'une seule inté- 
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grale générale; elles peuvent avoir en outre des solutions 
singulières renfermant moins de constantes arbitraires 
que l'intégrale générale. 

Lorsque y équations entre les v fonctions x, y, 3, ... 
et la variable t renferment m + n + ... constantes arbi- 
traires et que les valeurs de x, y, 3,... tirées de ces équa- 
Lions satisfont identiquement aux équations (1), ces équa- 
tions constituent l’intégrale générale du système (1). 


On appelle intégrale du système (1) toute intégrale du 
système (1), (2). Ainsi, si l’on suppose le système (1), (2) 
intégré complètement et résolu par rapport aux constantes 
d'intégration, une des équations 


ZA—= TD 


ainsi obtenues est une intégrale de système (1). Et en effet, la 
connaissance de toutes ces intégrales élémentaires équivaut 
évidemment à la connaissance de l'intégrale générale des 
équations (1): 

Ce que nous venons de dire s’appliquerait au cas où parmi 
les équations (1) 1l y aurait des équations d’ordre zéro, c’est- 
à-dire ne contenant pas de dérivées. 

Les équations d'ordre snpérieur peuvent évidemment avoir 
des solutions singulières que l’on trouvera aisément en con- 
vertissant ces équations en équations du premier ordre par 
l'introduction des nouvelles fonctions x’, x", ..., y, 7", ... 
comme nous venons de l’indiquer. 

Supposons, par exemple, que l'on se donne l’équation 
unique 


F dy dd 
F(x, 4 n° Tr )=0 


, , 
et que, l’ayant remplacée par 


9 dy'\ 
F(z,9, 3, Se) =0, PT Ghee 


\ 


on ait trouvé les intégrales 


MITCMSUNE D) 0; fre 0; 
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a et b désignant des constantes arbitraires; les équations 


O( fr. f2) ie 
MAR EU 
Of, da  ofi db 
Ph QU TNT 
pourront fournir une solution singulière, et il en sera de 
même des équations 
AA CE 
0a k 0b 
Enfin l’équation proposée pourra, indépendamment de ces 
solutions de première espèce, en avoir de seconde espèce. 
Nous terminerons ces considérations en faisant connaître 
une formule générale pour le changement de variables ; sou- 
vent, en effet, on parvient à intégrer les équations différen- 
tielles en leur faisant subir un changement de variable pou- 
vant amener des simplifications dans leur forme. 


XII. — Changement de variable dans les équations différentielles. 


Il ya souvent avantage, quand on veutintégrer des équations 
différentielles, à les simplifier au moyen d’un changement de 
variable : ce changement pourra se faire à l’aide des méthodes 
exposées dans le Calcul différentiel, mais nous croyons devoir 
faire connaître une formule généraie remplissant ce but et 
due à Wronski. 

Considérons la fonction y = f(x) et proposons-nous de 


dry . 
calculer f” (x) ou > en prenant une nouvelle variable quel- 


conque t; à cet effet, observons que 


fra) 


4 +(æ—+—s)ttiR, 
Le 


f(x)=f(z)+(x—-2)f(z)+...+ (x — 2} 


R désignant une quantité finie pour 5 = x, et par suite 


NA cest RER EE 2) CD) os 2 met EU: ange 
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étant égal à (x — z}TR, s’annulera pour + = 3, ainsi que 
ses n premières dérivées prises uon seulement par rapport à 
æ, mais aussi par rapport à £, ainsi que le prouve l'application 
de la formule de Leibnitz à la différentiation du produit 


R(æ—3)(æ—3)...(æ— 3); 


on aura donc, en différentiant par rapport à £ et en rempla- 


çant f(x) par y, 


dy d : d fr(z) 
Dre ne DCE ES 
dry dr dr n( 3) 
dt dtr CR PIM UT re b or pers @— sy PE 2 ? 
on tre de là 
VEUT 
Le fets)_ [AN 
(4 ATX. Di 
N et D désignant les déterminants 
4 (x— 3) L'RPOUTAS ay 
di 3 TR (æ 3) ... UT 
LE NE 0 TR RENE 
dr? dr 3 dn y 
SIT Cher RE dir 
d d ; d 
FN QRRE ) CAE D ST 20e 
A a D Eh Pete 
dr dr dd? 
PE VTT TES A 


S1 dans le déterminant N on développe (æ—z}?,(x—2),..., 
en combinant les colonnes on aura, au signe près, en négligeant 
les facteurs dt, | 

dx ( RE her TT 4 

Ne dr 1d? x? (e AMEL 


dr x drx? d'x3 Le dry 
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S1 dans D on observe que 
A 
di(x — 3} D TER da(x — z)df(x — 3)... 
= i[d(x— 23)l{= 1!(dx}, 


diti(æ — 3)i= 0, 


tous les termes situés au-dessus de la diagonale seront nuls. 


? EE. A 
et l’on aura, au signe près, 
n(n+1) 


D'UN ER RQ 


la formule (1) devient alors 


dx 0 0) A 
LÉ T0 RENE TL ETS 
SR me .. { JA ai } CE 06 SCI Te 
T2) NN dix dnx? das ... dry | 
00 er n(n+1) 
1:21 MEN TRE 


Cette formule avant lieu quel que soit z, on peut, si l’on 
\ Ï q ) peur, 
veut, y remplacer 3 par x et l’on a alors 


dx ( (e 1: <RLT | 


dx d?x? 0 ne RCE 


dry 4% dix: dir E y 
AE MES RON NA n(n+1) 
dx ? 


Telle est la formule que nous voulions établir : elle donne 


pour n — 2 
dy  dxdy— dy dx 


EE CDS SR PC PNEE A, 


dx? dx 


formule déjà établie dans le Calcul différentiel. 
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EXERCICES ET NOTES. 
1. Vérifier que l'équation 
(2 ay NS ee 
2) Gr) aay = PS) D ÉtnnS EC ou = y Evry? 


a pour solution générale y — ax + yÿ1— a?; calculer la solution 


singulière, en partant de l'intégrale générale et directement. 


2. Intégrer l'équation 


et prouver qu’elle n’a pas de solution singulière. 


3. L’équation 


a pour intégrale générale 
(3zy +—2ai+< a)? — 4(y +zx)=0o; 
montrer qu'elle n’a pas de solution singulière. 
4. L’équation 
\ 2 
à dy 
Car (a = +T=o 

u dx ) ÿ° dx 

a une solution singulière : la trouver. 


5. Les équations 


ont pour solution générale x = as+b,y—=bz+a, a et b dési- 
gnant des constantes; ont-elles des solutions singulières ? 


6. L'équation 
_ abVa By 
Va?y'?+ b? 
est l'équation différentielle de toutes les courbes parallèles à l’ellipse 


dont léquation est 
b2x? ie day? — a? b?; 


ho CHAPITRE I. 


elle n’a pas de solution singulière, mais il existe pour les courbes 
intégrales un lieu de points de rebroussements qui est la développée 
de l’ellipse. 


7. L'équation 


rx? 4 
JR ENVIE) Der ET 0 
a pour intégrale singulière 
da 4? \ 
(1) pu+e)+ Say (Tr) 0 
| ÿ 


ou 


Vi6y ut À ele mA 7 Vitaæ—log(Vi+zi—x)+ const. 
Cette équation (1) a elle-même une intégrale singulière 


10Y +4 Tr2+ x — 0 
(COURNOT.) 
8. L'équation 
PRET) EYE 


admet une intégrale singulière : la trouver directement. 


9. L’équation des cercles doublement tangents à une même ellipse 
et ayant leurs centres sur l’axe des x est 


a+ y?—2ox(x+yy)+A(x +yy'} +B =0, 


si l’on élimine y entre cette équation et sa dérivée, on trouve : 
1° l’ellipse enveloppe des cercles en question qui est la solution singu- 
lière ; 2° le grand axe, lieu des points où deux cercles se touchent. 


10. L’équation 
VE Y PE ACIEUE ESS 


a une solution singulière, l'élimination de y’ entre cette équation et 
sa dérivée fournit : 1° une solution singulière; 2° un lieu de points 
de rebroussements. Cette équation représente une série de cycloïdes 
ayant leurs rebroussements sur l’axe des æ et même cercle géné- 
rateur. | 


11. Le système 


dE PRE V APTE. 210 
PÉTRAEUTT Gi es te PATENT QU 
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admet pour intégrale générale 
eh = Const, 3—t(x—y+i1)= const. 
ÿY — log(z—t)= const., 


et pour solution singulière 3 = £, æ = y = const. 
( CAUCHY.) 
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CHAPITRE IL 


ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


I. — Équations intégrables immédiatement. 


Théoriquement, une équation du premier ordre peut 
être censée résolue par rapport à la dérivée de la fonction 
inconnue y, prise par rapport à la variable x; elle peut alors 
se présenter sous la forme 


D f(x, y), 


dx 


où f désigne une fonction quelconque de x et y, forme que 
l’on remplace le plus souvent par la suivante 


(1) Pdx + Qdy —0, 


Pet Q désignant des fonctions données de x et y. 

Lorsque P est fonction de x seul et Q fonction de y seul, 
on dit que les variables sont séparées ; l'équation a alors visi- 
blement pour intégrale 


[rar + fQdr — CONS: 


Un grand nombre de problèmes de Géométrie se résolvent 
au moyen d'équations différentielles dans lesquelles les 
variables sont séparées ou peuvent se séparer facilement. 
En voici quelques exemples : 


Pro8zÈmEe 1. — 7'rouver une courbe dans laquelle la 
sous-normale est constante. 


; d 
La sous-normale ayant pour expression JT (LIT pDrS re 
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en désignant par € une constante, l'équation du problème 


sera 
Pc, ou  ydy—cdx=0; 


on en conclut, en intégrant, 


V2? 
2 


CHI —=ICONSL 


ou 
Y?—=92cm-ttCconst. 


équation d’une parabole. La parabole est donc la seule courbe 
dont la sous-normale soit constante. 


Proëzëme Il. — Trouver les courbes dans lesquelles la 
sous-tangente est constante et égale à c. 


| tangente avant ion (t. II 7 eu 
a sous- angen e ayan pour expression L. ; P: Vers 


l'équation du problème est 
ou 


les variables sont séparées et, en intégrant, on a 


ren l 
— —logy = loga. 


a désignant une constante; on en tire 


E 


dPe'es 


cette courbe est une logarithmique. Une transformation de 
coordonnées ramène l’équation précédente à la forme 
F$ # 


y = es. 


Pro8zème Il. — 7 rouver une courbe dans laquelle la 
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sous-tangente est proportionnelle à une puissance donnée 
de l’abscisse. 


L'équation du problème est 
GE — Kr2% 
SZ dy SE ? 


K et a désignant des constantes; Les variables seront séparées 
en écrivant cette équation ainsi 


dy dx 


RE 


d’où l’on déduit 


109 y + = — const.; 
EPA K(x—1)æ4—1 : 


en suivant la même méthode, on trouve, sans plus de difficulté, 
que la courbe dont la sous-normale est proportionnelle à l’ab- 
scisse est une conique rapportée a ses axes. 


IT. — Du facteur d’intégrabilité. 


On reconnaît souvent, à la simple inspection d’une équation 
de la forme 
P dx + Q dy = 0, 
que son premier membre est une différentielle exacte do; 1l 
est clair alors que l’intégrale de cette équation est © — const. 
Lorsque la solution d’une équation différentielle est ainsi 
ramenée à la recherche d’intégrales indéfinies de différen- 
tielles à une ou plusieurs variables, on dit qu’elle est ramenêe 
aux gquadratures. 
L’équation 
ædy + y dx = 0, 
par exemple, est immédiatement intégrée en observant que 
son premier membre est la différentielle de xy et que par 
suite elle donne, en l’intégrant, 


DECO 
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On peut démontrer que : 
E'iant donnée une expression différentielle de la forme 
P dx + Q dy, 


dans laquelle P et Q sont des fonctions quelconques de x 


[NS 


et de y, on peut toujours trouver un facteur à tel que 
u(P dx + Q dy) 
soit une différentielle exacte. 


En sorte que, quand ce facteur 1 sera connu, 1l sera 
toujours facile d'intégrer l'équation 


Pdx + Q dy =0, 


au moyen d’une quadrature. 
Posons, en ellet, 


(1) P dx + Qdy =0 
et soit 
(2) : RTE: C0; 


l'intégrale générale de (1) renfermant la constante arbitraire c. 
L’élimination de c entre l'équation (2) et sa dérivée 
0F dy 0 1 


(3) DA de dy ou 


À ; à : AVS | 
doit donner l'équation (1); en effet, yet Tr Urés dertsret(o) 


doivent rendre (1) identique, c’est-à-dire doivent satisfaire à 
(1), quels que soïent x et c; les équations (1), (2) et (3) 
doivent donc se réduire à deux, et (1) a lieu en même temps 
que (2) et (3). Or (1) ne contient pas c : donc c’est le résultat 
de l'élimination de c entre (2) et (3). [Nous avons déjà 
démontré ce théorème (p. 13) avec plus de généralité. ] 

Ceci posé, si l’on suppose (2) résolue par rapport à c et mise 
sous la forme 

C—=/f(#, y), 
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on obtiendra l’équation (1) en éliminant c entre cette équa- 
tion et sa dérivée; or, en prenant la dérivée, c disparaît; 
l'équation dérivée est donc le résultat de l’élimination de c, 


et l'équation 


PLANS 
0x Ô0y dx 
Ou 
; of of 
( 1) O ce dx + 0y dy 


doit être identique à (1), c'est-à-dire fournir les mêmes valeurs 
d À 
de _ pour les mêmes valeurs de + et y; on pourra donc poser 
LE pa LA 


CAR CRE NE ME 


PPAGDON) DE TANNEN 


RE 
et, en appelant u le rapport de u dE 


on en conclut 


ce qui démontre l'existence du facteur d'intégrabilité hp. 
Il est essentiel d'observer que (1) et (4) ou 


(P dx +Qdy)=0o 


ne sont identiques que pour les valeurs de y satisfaisant à (3); 
il pourra donc se faire que certaines valeurs de y satisfassent 
à (1) sans'satisfaire à (4). Ces valeurs sont celles qui rendent 
de infini : en effet, 
P dx + Q dy = LC dx — os a ë 
p PA 


donc Pdx + Q dy s’annulera non seulement pour 


of AUS 
Fr OT dy dy — O, 


RS 
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. il . I . 
mails encore pour CA — ©. On VOIL donc que mn — O fournira 


\ 
en général une solution singulière. 
La recherche du facteur K est le plus souvent un problème 
difficile à résoudre; si l’on exprime en effet que 
uP dx + nQ dy 
est une différentielle exacte, on a 


d. u P d.u0 


0Y 0x 
ou 
à oP OUEN SUD. ou 
(5) PEER 


Cette équation en x estune équation aux dérivées partielles, 
et nous verrons dans un autre Chapitre que, pour la résoudre, 
il faut en général savoir intégrer l’équation (1). 

Toutefois il y a des cas dans lesquels on peut deviner une 
solution de l’équation (5). et comme, évidemment, toute 
solution de (5) est un facteur d’intégrabilité, on pourra 
ramener l'intégration de (1) aux quadratures. S'il existe, par 
exemple, un facteur 4 fonction de x seul, l'équation (5) se 


réduira à 
OP CLS REP EN 
-g)=cS 
ou à 


HIER ef) LA A 

ur ©Q\ox dy)” 
et, 1 devant être fonction de x seul, 1l faudra que le second 
membre de cette formule ne contienne que x; si cela a lieu, 
en le désignant par (x), on aura 
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ou, en intégrant, 
‘e(xidx 
log pr = fe(xydz, De À ; 


et u sera connu. On trouvera tout aussi facilement, quand il 
en existera un, un facteur d’intégrabilité fonction de y seul. 

Lorsqu'il existe un facteur d’intégrabilité de la forme XY, 
X désignant une fonction de x seul et Ÿ une foncuon de y 
seul, on peut le découvrir en observant que la formule (5) 


devient, pour  — XY, 


\D à 
so Le me) = OYX = PXY 


CT 

Où 
ARRET M PI 
OY 0x X Y 


| OP CON 
La quantité Se qui est nulle dans le cas où P dx + Q dy 


est une différentielle exacte, est donc de la forme 


QC TES LRU) 


quand w est de la forme XY, f désignant une fonction de x 
seul et F une fonction de y seul, et l’on a 


x x 
ie On GE 


par suite, 


log X — fftæ)de et log Y = [FO dr. 


Remarque |. — L’équation (5) a une infinité de solutions; 
en d’autres termes, &{ y a une infinité de facteurs d’inté- 
grabilité. 

En effet, soit x un facteur d’intégrabilité de P dx + Q dy; 
on aura 

u(P dx + Qdy)= df, 
f désignant une fonction de x et y, et, v'(f) désignant une 
fonction arbitraire de f, on aura 


po'(f)(P dr + Qdy)= v(f)df = de(f), 
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ce qui prouve que Pdx + Qdy, muluplié par p #(f), est 
encore une différentielle exacte do(f) et que 2/(f) est un 
facteur d’intégrabilité. 


REMARQUE Il. — Tout facteur d’intégrabilité de 
P dx + Qdy 


est de la forme no(f), x désignant l’un d'eux et f dési- 
gnant la fonction qui a pour différentielle a (P dx + Q dy), 
ou, plus généralement, f désignant une fonction qui, égalée 
à une constante, fournit une intégrale de 


Pdx + Qdy = 0. 
En effet, soit M un facteur d’intégrabilité : on aura 
(1) M(P dx + Qdy)= dy, 
Ÿ désignant une certaine fonction de x et y; on a de même 
(2) u(P dr + Qdy)= df. 
Or, si lon pose Pdx + Q dy — 0, on aura 
. EX et di 0 
et par suite 
VrCOrSte HN=iCconst. 
Réciproquement, l’une des équations 
Ÿ = const., KE COnst: ou = 0, = 
entrainera l’autre; car elle entrainera 
P dx + Q dy = 0. 


Ainsi / et Ÿ sont constantes en même temps, c’est-à-dire 
qu'ils sont fonctions l’un de l’autre; de (1) et (2) on ure 


M _ dy 
de DATES 
: : Y : 
et, comme Ÿ est fonction de f, on voit que : estfonctionde f: 
donc M = po(f). GO END: 


L. — Traité d'Analyse, V. 4 


PS 


nm 4 7e, 
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Remarque IIT. — Si l’on connaît deux facteurs u et M 
susceptibles de rendre 


u(P dr +Qdy) et M(Pax+Q dy) 


Un / LE 
différentielles exactes, en égalant le rapport " à une con- 


stante, on aura l’intégrale de l'équation P dx + Q dy = 0, 
puisque, f = c étant cette intégrale, M = fu. 


Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie du facteur 
d’intégrabilité en faisant connaître une méthode qui permet 
souvent de le découvrir : cette méthode consiste à décom- 
poser l’expression P dx + Q dy en deux autres de la forme 
G du + H de; G, H, u, ? désignant des fonctions de x et y, 
on est alors ramené à trouver le facteur de G du + H dv; 
G-1 est un facteur de G du, et H=' un facteur de H dv; le 


facteur le plus général de G du est ee celui de H de est 


Le f et F désignant des fonctions quelconques, sal est 
possible de déterminer des formes de f et F, telles que l’on 


ait identiquement 


f(u) __F() 
G H : 


2 


en appelant x la valeur commune de ces rapports, 1l est clair 
que (G du + H de) ou u(P dx + Q dy) sera une différen- 


uelle exacte. 
Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, nous 


l’appliquerons à l’exemple suivant : 
Intégrer l’équation 

(1) (y +x?)dx +(y?—x)dy =0o. 

Cette équation peut s’écrire 


(y d&— x dy)+(x? dx + y?dy)=0; 
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il est visible que y dx — x dy à pour facteur d’intégrabi- 
© Lo À 
lité —> car 
14 
MATE DAV RE 
PERS 
son facteur d'intégrabilité le plus général sera donc /(5) ) 
f désignant une fonction arbitraire. De même x? dx + y? dy 
a pour facteur d’intégrabilité un, et, comme 


2 bu m4 


rings | 


a? dx + y?dy = d — 
d 
son facteur d’intégrabilité le plus général est une fonction 
arbitraire F(x% + y) de x? + y3. Si donc on peut disposer 
de f et F, de telle sorte que 


1 T 
4 — — F 23 + 3 = KL, 
(2) RTE: 


u sera un facteur d’intégrabilité du premier membre de (EE 
Pour satisfaire à cette équation, il faut prendre 


vA 
f(É )=r Fey): 


V?F{(x + y?) devra donc être homogène et de degré o ; pour 
satisfaire à cette condition, 1l suffit de prendre 


FD pr) —— = (a+ pe 


(are y3)8 
et l’on a 


ce |19 


= (a+) 


| 


l'intégrale de l'équation (1) est alors 


— Const. 


Ti +a?)dr +(y?—x)dy 


2 
(CE ec 
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III. — Sur une méthode propre à fournir un facteur 
d'intégrabilité. 


Considérons l'équation 
(1) P dx + Q dy =; 


effectuons la substitution consistant à changer x en x +eX, 
ety en y +eŸ; X et Ÿ désignant des fonctions de x et y, 
et s un infiniment petit ou, si l’on veut, une constante indé- 
pendante de x et y que nous nous proposons de faire tendre 
vers zéro. L’équation (1) deviendra 


OP EU OR _oX FOX 
ne — +esŸ ) Ke - SE +S Fe 4 


x 20 PARUONT COTE CEE 


ou, en vertu de (1), 


(EX + v)de+ PS de Be y) 
dy dy 


0x 0 


0000 eo y d 
+(Rx+Sv)# | QT Dre H d)=e. 


Supposons que l’on puisse déterminer X et YŸ de telle sorte 

que cette équation soit identique à (1); on aura, en expri- 
L Le d 

mant que ces équations donnent les mêmes valeurs de =, 


dx 
c'est-à-dire en remplaçant dx par Q, dy par — P, 


CDD IX OX 
(S X+T Y)Q+P(T CS P) 


0x 0Y 
QEAETO EEE oY OV VS 
(5x ke HD 00) 


c'est-à-dire 
D HHPTE RC 


— © 0; 


0y PX+QY 0x PX + QY 
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cette équation montre que est un facteur d'intégra- 


I 
PXEOT 
bilité de P dx + Q dy. Donc : 


E'tant donnée l'équation différentielle 
(1) P dx + Q dy = 0, 


st l’on peut trouver des fonctions X, Y telles que, en rem- 
plaçant dans cette équation x et y par x +eX et par 
y +eY, elle ne change pas de forme (abstraction faite 
d’un facteur), l'expression 
l 
PSErOY 

sera un facteur d’intégrabilité. La quantité e est supposée 
infiniment petite. 


On voit que, si P et Q sont des fonctions homogènes de 
même degré, la substitution de x + ex à xetdey +eyày 
j 
Pc 
tégrabilité (Lie, Abhandlungen der Gesellschaft der Wis- 
senschaften, Christiania, 1834, et aussi Gôttinger Nach- 

richten, 1874; Mathematische Annalen, t. VIT). 


n’altère pas l'équation (1) est alors un facteur d’in- 


IV. — Méthode de Liouville. 


Liouville, dans le tome XX de son Journal, 1"° série, a fait 
une remarque qui permet souvent de trouver un facteur d'in- 
tégrabilité. Considérons l’équation différentielle 

dy 
introduisons dans la fonction /, en la généralisant, un para- 
mètre &, ce qui est évidemment possible d’une infinité de ma- 
nières, et soit 


INTRO Eee 
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le résultat obtenu en différentiant totalement la fonction f et 
dy ; ke PAU ve 

en y remplaçant ax par [. Si le paramètre x a été choisi de 


telle sorte que f(x, y) ou même o(f) f,(x, y) ne le con- 
uenne plus, o(/f) désignant une fonction quelconque de }, 


l'intégrale de l'équation (1) pourra être représentée par 


feu: (dy -- fax) = const. 
of 


en d’autres termes —_ sera un facteur d’intégrabilité de 
L o(f) 0x $ 
dy — fdx. 
Pour démontrer ce théorème, observons que, 2(f)f, ne 
contenant plus &, on a 


ROUES ou 2 en (SE + 7) ] 0 


c’est-à-dire 


JE) nnl ee 


AMAR 


il en résulte que 


2) À ay — fe(f) Ÿ de 


est une différentielle exacte; si donc on met l'équation pro- 
posée (1) sous la forme 


dy — f dx = 0, 
of 


on voit que of) Sera un facteur d intégrabilité. 
CAE D: 


On voit que, pour que la méthode d'intégration précédente 


, : : ; , Ô 24 ; 
réussisse, il n’est nullement nécessaire que o(f) “ soit indé- 
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pendant de «; il suffit que, pour la valeur particulière de « 
dont on fera usage, on ait 


Ô 
AC DRASS 


200 : . 7 ; 
et que o(f) ne soit ni nul ni infini. Cette remarque est 


encore de Liouville. 


V. — Des équations homogènes. 


Lorsque P et Q sont des fonctions homogènes de même 
degré, 
P dr + Q dy =0 
est une équation homogène. Nous donnerons deux méthodes 
pour intégrer cette équation : 


1° On peut poser = — z, d'où 
Da 27, dy = z dx + x da; 
on a alors 
(P+Qz)dx+Qzxdz=o; 


or P et Q sont à un même facteur près, que l’on peut suppri- 
mer, des fonctions de z; dans cette équation, les variables sont 
alors séparées et l’on a 


dr _ Qdz 
HR PET 
d’où l’on tire 
(0er Re + const. 


ou 


Er + const. 
V1 


L'intégrale est de la forme x —cF(z) ou æ=cF(2). x 


et y étant les coordonnées d’une courbe, 7 est la tangente de 
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) U = D) e LA : 1 4] 
l'angle polaire 0; on peut donc écrire, en appelant r le rayon 


vecteur, 
pCO), 


L'=ICHUOOANTENT EC A uete 


les courbes correspondant aux diverses valeurs de € sont 
donc homothétiques. Ainsi les équations homogènes repré- 
sentent des familles de courbes homothétiques. 

3% On peut observer que le facteur d’intégrabilité est, 


comme on l’a vu $ HT (Pxz+Qy)"! : vérifions-le, on a 
dQ À dP_ dQ 
3 GUN CEON EEE 
dre P&+Qy (Pr +Q y)? 
dQ dP 
PQ Jr 
K (Pz+Qyr À 
dP dQ 
PR re 
dy Pr+Qy (Pr—Qy} s 


1l en résulte 


d Q d y 
dx Pr+Qy dy Pr+Qy 
dOMERE T0 ( GAME LA 5 
Paye mn Q Ÿ dx Era mPQ — mQP ES 
(Px + Qy} | (PR 003 PERS 


m désignant le degré de l’homogénéité de P et de Q : ainsi 
Px+Qy—=oest en général une solution singulière. 


APPLICATION. — 7'rouver une courbe dans laquelle le 
rayon vecteur est moyenne proportionnelle entre la sous- 
normale et l’ordonnée. 


L'équation du problème est 


d 
+= y.y 


ou 
(x? + y?) dx — y? dy = 0; 


Cr 
SI 
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le facteur est 
[re y)r = 7er 


En l’é égalant à à w, on a la solution singulière 


2 —,Và + y?æ — 0; 


44 


elle représente trois droites. Posons © — z: ou y — x : nous 


aurons 
(æ?+ s22?)dx — x?3?(3 dx + x dz)=0 


ou 
(1+ 2?) dx — 3?(3 dx + x ds) = 0, 


c'est-à-dire 


dr … z? dz 
é Æ Ke TP TES<L 
on en tire 
logæx = A log(z— x) + B log(s — $)-+ Clog(z —+)+ const. 
É Y PAC Le 
À, B, C désignant —— — 5 Ke lire et «, , y les racines 


de 1+z3?— 3—o et, par suite, 


NAT En B C 
(2) (0) 


K désignant une constante. 


Les équations de la forme 


dy (=) 
SF), 
dx +b'y+e 


LA 


où a, b,... sont des constantes, s’intègrent comme il suit : 


on pose 
az + by +c=E, 
ax+by+c=n; 
d’où 
PDU) Are) 
PE ab'— ba’ 
… din—c)—a(£—0c) 
s ab'— ba’ : 


dy _ D dan — b'dé, 
dr adn—a'df 
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l'équation proposée devient alors 


Tee A 


a dn — a'dè î 
Cette équation en £ et n est homogène : elle poura donc s’in- 
tégrer par les méthodes précédentes, quand on aura chassé 
les dénominateurs. 
Toutefois, pour que la méthode que nous venons d’indi- 
quer réussisse, 1l faut que l’on n’ait pas ab'— ba'— 0. Mais, 
dans ce cas, on peut poser 


dE DA, bee 


et l'équation à intégrer est réellement de la forme 


D =F( DAT 1 TsrRe C — pc’ ) 


dx a'&pb'y+e ar b'y#c! 
ou 
dy 4 : 
NT PA 
alors, en posant a'x -- b'y — 3, ou 


LA 


_æ4—ax APAETETE NN à 
Ve ba dx b'dx vb’ 


l'équation à intégrer devient 


1 dz a 
HR INE) n7: 
ou 
de 
b'f(z)+ a Nr 


équation dans laquelle les variables sont séparées. 
Remarque. — Une équation de la forme 
ECR ENTREE; 


A ? A , = d 
d’où l’on peut tirer, même théoriquement, a sous la forme 
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d’une fonction homogène de degré zéro en x et y, doit être 
considérée comme une équation homogène et s’intégrera en 


prenant - — 3 comme fonclion inconnue à la place de y. 


VI. — Équations linéaires. 


On appelle équation linéaire du premier ordre toute équa- 
uon de la forme 


dy he 
(1) dx aa Py ET oo 


. ; dy ue 
du premier degré en y eten se dans laquelle P et Q désignent 


des fonctions de la variable +. Pour l'intégrer, on pose 


(2) —= ) CL ROLE 
;: ET dre vide: 


elle devient alors 
do du 


U——= 


ue EN En O 


Profitant alors de l’indétermination de w et v, on choisira pv, 
de telle sorte que l’on ait 


(3) rer 


dx 
ce qui réduit l’équation précédente à 
(4) PRO 
de (3) on tire successivement 


L par, logo = — f P dx, o — e—JPdx ; 


et de (4) on üre 


_ a= [SE = fQerrar de. 
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Portant ces valeurs dans (2), on à 


He — etrei lo ets aa; 


en écrivant P(x) au lieu de P et Q(x) au lieu de ©, on peut 
donner à cette solution la forme suivante 


8 4 
Y — e—JP(x) dx [ Q ( Ps )efP(s) dz dz 
DA 7 


Me 
(5) DE [ Q(z)elPtds Pad 3. 


T9 


æo est alors la constante arbitraire d'intégration; quant aux 
constantes contenues dans les intégrales 


frs et f PC) dr, 


elles se détruisent. On peut d’ailleurs écrire la formule a) 


ainsi 
. ACT 
= [ O(2)e dz. 
SAT 
On peut encore intégrer l’équation linéaire au moyen d’un 
facteur; en elfet, cette équation peut s’écrire 


dy +(Py —Q})dx = 0. 
Soit à un facteur d’intégrabilité : on devra avoir 


ou A ou 


or on satisfait à cette équation en prenant u fonction de x 
seul, car elle se réduit alors à 
du 


+ DE ou à —— = LP 


dx 
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d’où l’on tre 


(cou fr dx et pu = efldr, 


e/4* étant un facteur d’intégrabilité, 


f1 efP dx dy +(Py — Q)efPdx dx]— const. 


est l’intégrale cherchée; cette intégrale peut se mettre sous 
la forme 


pefrar— fQelrir az CONS 


ou 


ne nl fe elPdx dx + const. 
ainsi qu'on l’a trouvé tout à l'heure. Cette méthode est 
peut-être plus naturelle que la précédente. 
VII. — Équation de Bernoulli. 


L’équation suivante, dite de Bernoulli, se ramène à une 
équation linéaire, 


dy 
ns P — VAL 
me 0 CRD 
En divisant par y”, on a 
dy 
CU Pr-n+r1— 1E 
) dx BR A Qi 
posant alors 
vy—An+1 
TU 
il vient 
dz 
nr +(i1— n)z=Q, 


ce qui est l'équation linéaire. 


Exempze. — Trouver une courbe dont le rayon vecteur 
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soit moyenne proportionnelle entre l’abscisse.et la sous- 
normale. 


L’équation du problème est 


d 
ay = a+? 
ou 
VAE LINER dy PIN 
PE PAU PET PRET CETTE 


EEE 
dx L: 
y? 
el, posant me 221 004 
dz EAN 
dx x d 
d’où 
dx dr 
D ON fee 
PRE r fre JF dx 
log ; I a? ré 
me % | res dr — | x3 dx — — — — 
x? 4 x? 
(A 
==’ 7: 2C 
É DRE — — 0 
4 V 2 4 D 
VIII. — Sur une équation plus générale que celle de Bernoulli 


et son application à la théorie des développées. 


L’équation 
(1) D'ePy+Qy=R, 
où P, Q, R sont des fonctions de x seul, s'intègre quand 
on en connaît une solution y, ; en effet, alors on a 
dy 


(2) F7 CHA ON EEE 
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retranchons (2) de (1) et posons y —y,— 3, nous aurons 


(a FE + (P+aQm)3+Q3—0, 


ce qui est une équation de Bernoulli, réductible à la forme 
MPa : k I 
linéaire, en prenant pour fonction inconnue -; et l’on a 

29 


T 


— el P+20y)dx | Qe-fP+20r1) dx dr. 
À don 


ou 


1 | = 


On rencontre l'équation que nous venons d'intégrer dans 
diverses circonstances et, en particulier, quand on cherche 
les développées des courbes gauches. Soient 


(4) m=as+a y=b3+8 


les équations de la tangente à une courbe gauche : un plan 
tangent pourra être représenté par 


(5) (æ—as3—a)+A(y—bz—8B)—=0o. 


Ce plan en se déplaçant engendre une développable dont la 
génératrice aura pour équations (5) et sa différentielle 


(6) —zda—da+ dA(y — bz —8B)— À\(z db + dB)—0; 
les équations d’une parallèle à cette génératrice sont 


14 


ER TT ad) 21 dla) db: 


Si nous exprimons que la génératrice (5), (6) est normale à 
la tangente, l’arête de rebroussement de la surface envelop- 
pée par le plan (6) sera une développée, et nous aurons 


a( a d\ — À da — À? db) + b(da + b dk + À db) + di =0o 
ou bien 
(7) dx(a+b?+1)+2X(b db — a da) — l'a db = — b da; 


c’est une équation du genre de celles que nous avons appris 
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à intégrer. On en connaît toujours une solution : en effet, 
considérons le plan tangent 


æ—az—a+À(y —bz3—8)—0; 


exprimons qu'il est perpendiculaire à sa propre direction; 
nous aurons 


(8) 1+À2+(a—+ bi) —0o. 


Ilest facile de voir qu'il est aussi perpendiculaire à sa direc- 
tion infiniment voisine; en effet, quand on a 


A2+ B2+ C=—o, 
on a encore 


A(A+dA)+B(B + dB)+ G(C + dC) = 0, 


car cette formule se réduit à À dA + B dB + C dC — o. 

Ainsi, en déterminant À au moyen de l’équation (8), le 
plan tangent à la courbe considérée enveloppera une déve- 
loppable dont la génératrice sera contenue dans deux plans 
normaux au plan enveloppant; elle sera donc normale au plan 
enveloppant, c’est-à-dire normale à elle-même et aussi à la 
courbe proposée; l’arête de rebroussement de la dévelop- 
pable considérée sera donc une développée, et À tiré de (8) 
sera une solution de (5). 


On tire de (8) 


— Ah a bre 


es 1 + 0? É 


si l’on pose alors dans (7) 


—abÆEy=iverrerr 1 


ms | 


À — 
1 + b? Y 


on obtiendra une équation linéaire pour déterminer ”, et le 
problème se résoudra par les quadratures, comme on le savait 
d’ailleurs (T. If, p. 381 et suivantes). 

Cette solution a été donnée par M. O. Bonnet. 
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Nous rencontrerons une autre application importante de la 
théorie que nous venons d'exposer dans la recherche des 
lignes asymptotiques des surfaces gauches. 


IX. — Des équations que l’on intègre en les différentiant. 


Un grand nombre d'équations s’intègrent en les différen- 
tant; nous allons les passer successivement en revue : 
1° L’équation 


(x) z = /f(Y"), 


JA re. dy 1 Ta 
dans laquelle y! désigne la dérivée 3 devient, en la diffé- 


rentiant, ja, LPS 
REV EC) AN 


ou, en multipliant par y’, 


dy= f'(y)y dy’: 
En intégrant, on a 


(2) Y = [fr dr + const. ; 


l'élimination de y’ entre cette équation et (1) donne y en fonc- 
uon de +; on peut donc dire que l’ensemble des équations 
(1) et (2) représente l'intégrale générale de (1). 

2° L’équation 


(3) H=IT) 


s'intègre d’une manière analogue. En la différentiant, on a 


dy = f'(y')dy 
ou 
J'dæ = f' (y )dy’, 
d’où l’on tre 
LA LA d : 
dæ = f'(y") Lu 
L. — Traité d’Analyse, V. 


QT 
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et, en intégrant, 
(4) e= [A2 + const 


l'élimination de y’ entre (3)et (4) donne une relation entre x 
ely contenant une constante : c’est l'intégrale générale de(3). 

Appliquons ces considérations à quelques exemples : 

1° Trouver une courbe dont la normale soit constante 
el égale à a. 

L’équation du problème est 


(A) YVi+y?= a 


ou 
a 


V — 5 
Vi+y? 
en différentiant, on a 
ay' dy’ 
ARE ee mere 
G+y?} 


ou, remplaçant dy par y'dx, 


dx = —ady'(\+ y?) 


roles 


et, en intégrant, 


RE ER er) 
Vi+y? 


c désignant une constante. L'’élimination de y’ entre cette 
équation et la proposée donne 


(HI) EE A 0? 


C’est la solution générale : en éliminant c entre cette équation 
et sa dérivée par rapport à € 


T—C=0, 
on a une solution singulière 


VIENT: 


La solution générale représente un cercle ayant pour rayon 
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a et son centre placé sur l’axe des x; la solution singulière 
(p- 24) se compose des deux droites qui constituent l'enve- 
loppe de ces cercles. 
Il est clair que le problème que nous venons de traiter au- 
q P d 
rait pu se résoudre en tirant y’ de l’équation (A), ce qui aurait 
donné 


ce qui donne sur-le-champ 
Va? ME NE Ce 


2° Intégrer l’équation 
(B) Det y. 
En différenuant, on a 
dx = ex dy'+ dy' 
et, en multipliant par y”, 


dy = y'(eY +1)dy, 
par suite 


(CG) V = fre + 1)dy'+ const. 


L’élimination de y’ entre (C) et (B) donnerait lintégrale de 
(B); mais on peut se dispenser de faire cette élimination, et 
dire que (B) et(C) prises simultanément représentent l’inté- 
grale de l'équation (B). 

Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre ne 
contient pas l’une des variables x, y, bien qu'on ne puisse 


; AN RE Ci IR: : | 
pas la résoudre par rapport à y'— dx? !| peut arriver qu’on 


puisse l'intégrer, soit en termes finis, soit au moyen de fonc- 
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tions elliptiques; si, par exemple, y n'entre pas dans l’équa- 
tion, on peut la supposer mise sous la forme 


LT SNA CA) 


2 = fetr)ar. 


Si alors x et w(x) ou y’ sont calculables en fonction d’un 
même paramètre, soit rationnellement, soit en faisant inter- 


d’où l’on ture 


venir ralionnellement un radical carré recouvrant un poly- 
nôme du quatrième degré, y sera exprimable en termes finis, 
ou au moyen des fonctions elliptiques. C’est ce qui arrivera si 
l'équation donnée représente une courbe de genre zéro ou 
un, en y considérant x comme une abscisse et y’ comme une 
ordonnée. 

Le cas où cette courbe est de genre zéro ne présente pas 
de difficulté : supposons-la de genre un, on exprimera x et y 
en fonction rationnelle d’un paramètre t et d’un radical, tel que 
VA + Bi+ Ce Di Ett,et par une transformation con- 
venable on ramènera ce radical à la forme ÿ/(1 — w?)(1 —#Æ2u?); 
x et y’ seront alors fonctions rationnelles de w et de ce radical. 
On fera alors 4 —sn®,et x, ainsi que y’, deviendront fonctions 
rationnelles de sn®, cn, dne; l'expression y/dx se ramènera 
à la forme 


F(sno,cnvw,dne)de, 


F désignant une fonction rationnelle, et pourra être intégrée 
par les procédés connus; æ et y seront alors exprimés au 
moyen du paramètre v, et il n’entrera, si l’on veut, dans leur 
expression, que la transcendante 6 et des logarithmes. 

Si la courbe représentée par l’équation qui lie x à y! était 
de genre deux, on pourrait encore exprimer x et y/ et par 
suite æ et y au moyen d’un même paramètre, explicitement, 
au moyen des fonctions hyperelliptiques ; mais, si le genre de 
la courbe en question était supérieur à deux, il ne faudrait 
plus songer à obtenir un résultat explicite. 

Par exemple, une équation du troisième degré en x et y 
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ou en y et y’ s’intégrera toujours au moyen des fonctions 
ellipüiques; une équation du quatrième degré également 
lorsque x et y’ n’y entreront ni l’un ni l’autre au degré zéro ou 
un, etc. 


X. __ Équation de Clairaut. 


L'équation 


(1) P=y ef ON), 


dans laquelle /(y') est une fonction quelconque de la dérivée 


dy , s s | 
= est connue sous le nom d’équation de Clairaut; on 


peut considérer cette équation comme celle de la tangente à 
une certaine courbe C, exprimée au moyen de son coefficient 
angulaire y’, On prévoit alors que, la courbe en question 
devant être l'enveloppe de ses tangentes, son équation s’ob- 
uendra en éliminant y’entre l'équation (1) et sa dérivée prise 
par rapport à y’. Le résultat que l’on obtient ainsi est évidem- 


ment une solution de l'équation (1) mais on voit moins bien 


quelle doit être la solution la plus générale : cette solution 
générale s'obtient en remplaçant y/ par une constante arbi- 
traire dans l’équation (1) elle-même. C’est ce que nous allons 
trouver par un calcul direct. 


Pour intégrer l’équation (1), différentions-la: nous aurons 


I Jv dy" ; 1 ! dy" 
PRESENT er 0) ne 
ou bien 
LOT RAA 
T + =" 
équation qui se décompose en 
HG et Ga (e) l==iconst a 
(7 19 M) == D —— ( u = . — À. 
J dx : Y 


On obtiendra la solution de (1), en éliminant y’ entre l’une 
de ces équations et (1), ce qui donne les deux solutions sui- 


vantes : 1° 
y=ax+f(a), 
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et 2° la résultante des équations 


(2) 2 + f(y')= 0, 
(3) Men ét Dan A Q 10 


La première solution est l’intégrale générale de (1): c’est l’é- 
quation d’une tangente à la courbe C; la seconde solution est 
singulière, elle peut être représentée par les équations 


Mara) o—=x+/f'(a) 


et sous cette forme on voit qu’elle représente l’enveloppe de 
la droite y = ax + f(a), c’est-à-dire la courbe elle-même. 

Ainsi l'intégrale de l'équation de Clairaut s'obtient en rem- 
plaçant la dérivée de la fonction inconnue par une constante, 
el la solution singulière en éliminant la constante entre l’in- 
tégrale générale et sa dérivée relative à la constante. 

Le problème qui a pour but de trouver une courbe con- 
naissant sa podaire dépend d’une équation de Clairaut. 

Pour trouver la podaire d’une courbe, en prenant l’origine 
pour pôle, désignons par x, y les coordonnées d’un point 
quelconque de cette courbe : l’équation de la tangente en ce 


point sera 
be — y = Y(X EL 


la perpendiculaire menée par l’origine aura pour équation 


L’élimination de x, y et y’ entre ces deux équations et celle 
de la courbe et de sa dérivée donnerait la podaire; mais, en 
supposant la podaire connue, l'élimination des coordonnées 
X, Y entre les équations précédentes et celle de la podaire 
donne l'équation différentielle de la courbe; soit F(X, Y)— 0 
l'équation de la podaire; celle de la courbe sera donc 


4 ! I 
F|—(y—y2) en (y—Y'x) a] nt) 
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Cette équation résolue par rapport à y — y'æ, donne un résul- 
tat de la forme * 
: y = y'x = o(y'), 


c’est-à-dire une équation de Clairaut. | 
La courbe ‘cherchée est représentée par la solution singu- 
lière de cette équation; l'intégrale générale de cette équa- 
tion représente l’ensemble des tangentes à la courbe cherchée. 
Proposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 
la podaire est une ligne droite 


Y = c. 


L’équation différentielle de la courbe cherchée s’obtiendra en 
éliminant X entre les équations 


GR HT), 


X+cy'=0o, 
ce qui donne 


Y=Yz+(i+y?)c: 


c'est une équation de Claïraut. L'intégrale générale s’obtient 
en remplaçant y/ par une constante m, ce qui donne 


V=ImaE(i + mi)c: 


l'intégrale singulière, qui est ici la solution intéressante, s’ob- 
tient en éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 
tive à mn : 

0O0—T+2CM, 


ce qui donne 


Ainsi la courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
résultat connu. 

La recherche d’une courbe parallèle à une courbe donnée 
présente de l’analogie avec ce dernier problème; soit en effet 
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se — y/; l'équation de la tangente à une courbe en fonction 


de son coefficient angulaire est 
— ! ! L 
PEN CU): 


c’est une équation de Clairaut; l’équation d’une parallèle à 
cette tangente située à la distance / de cette tangente est 


(1) y=yaz+o(y)ElVi+y?: 
cette équation est encore une équation de Clairaut; son inté- 
grale générale est l'équation d’une tangente à la parallèle à 
la courbe donnée, son intégrale singulière sera l’équation de 
l’enveloppe de la tangente (1) dans laquelle y! sera regardée 
comme une constante : cette enveloppe est la courbe parallèle 
cherchée. 

Ainsi, pour trouver l’équation d’une parallèle à une courbe, 
il suffira de chercher l'enveloppe d’une parallèle à la tangente. 
L’équation tangentielle de la parallèle s'obtient facilement en 
éliminant y” entre les équations suivantes, qui font connaître 
les coordonnées tangentielles £, n d’une tangente quelconque : 

Ai 
TAETTETE 
I 


De 


MY ! 13 
p(y}+ Vie y 


XI. — Équation de Lagrange. 


L'équation connue sous le nom d’équation de Lagrange est 
la suivante 


(:) AG AE MOQUE 


c'est, comme l’on voit, une équation du premier degré en xet y 
pee Là d 
contenant la dérivée y/— . d’une façon quelconque. En la 


différentiant, on a 


dy =. dx f(y')+zxf'(y') dy + F'(y') dy; 
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en remplaçant dy par y'dx, elle devient 
! ! dx ! ! ! ! 
DCS] Re PONSESRES 


cette équation, linéaire par rapport à +, pourra être intégrée 
au moyen de quadratures et, en éliminant y’ entre son inté- 
grale et (1), on aura l'intégrale générale de l’équation (1). 
Plus généralement, supposons qu’une équation différen- 
uelle puisse être résolue par rapport à l’une des variables y, 
et mise sous la forme 
HS ee 


la différentiation donnera 


0F OH. 
7 D mp ê 
si l’on peut intégrer cette équation en x et y’, dans laquelle 
dæx et dy’ n’entrent que sous forme linéaire, l’élimination de 
y'entre l'intégrale générale de cette équation et y = F(x, 7”) 
donnera l'intégrale générale de l'équation proposée. 


XII. — Généralisation des théories précédentes. 


Quand une équation différentielle est rebelle à toutes les 
méthodes exposées jusqu’à présent, on peut essayer de l’inté- 
grer en la différentiant. En combinant alors l’équation pro- 
posée avec celle que l’on a obtenue par la différentiation, il peut 
arriver que l’on parvienne à former une équation intégrable ; 
l'élimination de y’ entre le résultat de l'intégration et l’équa- 
tion proposée donne alors l'intégrale générale de cette équa- 
tion. 

Le succès de la méthode que nous venons d'indiquer ne 
doit jamais être considéré comme assuré ; 1l dépend beaucoup 
de la sagacité du calculateur, et nous en ferons bien connaître 
l'esprit en l’appliquant à quelques exemples. 


1° Trouver une courbe dont la normale partage en 
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deux parties égales l’angle des rayons vecteurs issus de 
deux points fixes. 


RU L.. 'CEm ay 
L’équation différentielle du problème est, en posant = 


! 
et en appelant 2c la distance des points fixes, 
(1) VIT NP RCE ME 0; 
en différentiant cette équation par rapport à +, on a 
CENT CE TR CORTE EE 
en éliminant y? — x? — c? entre (1)et (2), on trouve 

PAPE I )EN EVENE EMREEEEUPEE 0 
et, en divisant par 1 + y?, 

J'AY + 2Y?—yy' = 0. 


Divisant par æyy', on a 


SL NAA 1 ù 
3 ei ÿ 4 æ 
ou bien 
logy'+ logy — logzæ = log const. = log, 
d’où 
; b? 
JE DUREE, 


en éliminant y’ entre cette équation et la proposée, on trouve 


en supposant bien entendu c? = «a? — b?, ainsi qu'on devait 


S'y attendre. 


2° Un chien court après son maitre d’un mouvement 
uniforme, le maître parcourt aussi d’un mouvement unt- 
forme une ligne droite, la vitesse du chien rencontre 
constamment le mattre, ou, si l’on veut, la tangente à la 
courbe que décrit le chien rencontre sans cesse le maitre, 
quelle est la courbe décrite par le chien? 


Prenons la trajectoire du maître pour axe des y et une 
perpendiculaire à cette droite pour axe des x. 
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Au bout du temps {, l’ordonnée du maitre pourra être 
représentée par at, la tangente à la courbe décrite par le 
chien est représentée par l’équation 


à d 
Y — y =(X — æ) + | 


et, comme elle passe par le maître, on a 
(1) at—y = —7x + 


mais, en appelant D la vitesse du chien, on a 
ds — bat ou SOL 


s désignant l’arc du chemin parcouru par le chien ; on tire de 
là {, et, en le portant dans (1),on a 


Q 
DA 


dy 


FRS Nr ee 


Pour intégrer cette équation, il faut d’abord la différentier, 
5 q ’ 
ce qui donne | 


Cas dy? dy 
b ” dx? dx? 
Re dy RE 
ou bien, en posant me 
a (14 im dy’ 
bd ln dr 
ou 
M CO ER 
b T " Vi+y? 


en intégrant, on a 


[44 Ge ee 
— Loge + loge = los ("+ VTT) 
LP Jde (#4 

c désignant une constante. Nous ferons — 5 = H5nousaurons 
alors 

r. CæRcTir tk 

ATEN EE LUÈMÉ 

c cT1 
D — BEL E ————— pit + const. 


a+) 2(1— 1) 
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La courbe en question porte le nom de courbe de pour- 
sutle. 


En général, quand, dans un problème de Géométrie, l'arc 
entre comme donnée, la recherche de cette courbe dépend 


d’une équation qu'il convient de différentuer. Voici un 
exemple S 


3° Trouver une courbe dont l’arc soit une fonction de 
l’ordonnée. 


En appelant s l'arc, x, y les coordonnées d’un point de la 
courbe, on a 


Si CT 
et, en différentiant, 


VAMOIEECE- 


dy Ne 2 dy \? 
(2) = [9 (y)] (#) 


dx = dy Vle' (y)P—41, 


lorsque p'? sera de la forme 


on en conclut 


el 


GHiÉe OVSEC 
(my + n} 


19 
| 46 EE 
‘ 


a; b,c, m, n désignant des constantes, ou 


4 Vay? + by + ce 
LAS my + n 


On pourra obtenir x sous forme finie en fonction de y; nous 
examinerons les cas suivants : 


1° = a, Y —0, 
i i 
PE QUE Pa 
G 
32'o = log y. be = 
n4 
70 “ 
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1 w— a donne x —y—1+c: ainsi les courbes dont 
l’arc est de longueur constante sont les droites tsotropes. 

2 @— ay donne & — y Va? — 1 + const. : ainsi les lignes 
droites sont les seules lignes dont l’arc soit proportionnel 
à l’ordonnée. 

3° Prenons © — a logy, nous aurons 


2 f/S = [very 


Nous poserons y — a cosu; nous aurons alors 
a sin? u du a du 
+ x = [ES =} — fa du cosu 
COS COS w 


TT (42 : 
+ æ = alogtang- 4 — à) — a Sinu. 


ou 
2 2 


4° Prenons © — 2a \/y ; nous aurons 


ou bien 


Nous transformerons les coordonnées et nous poserons 


LA Y=M+ET; 
nous aurons alors 
(Cr — y1) dy 


. A VAR 


et, par suite, en changeant y, en y, 


x = rarcsinZ + Vr?— y?+ const. 
À 


En posant 
M rTsine, 
cette formule donne 
D = ryp + COS; 
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ou reconnaît les équations de la cycloïde, et mieux, en rem- 


T T ; 
plaçant © par s +pYyparr—y,eltxpar- +, 


Y=TrUi—cosv), 


æ = r(9 + sinv). 


XIII. — Équation de Jacobi. 


Jacobi a donné le moyen d'intégrer les équations de la 


forme 
Ldx + Mdy + N(ydx—zxdy)=o, 


où L, M, N désignent des fonctions linéaires de x et y. Nous 
généraliserons cette équation, et nous la présenterons sous 
une forme un peu différente. Nous introduirons une variable 
z, afin de rendre les formules homogènes, et nous supposerons 
cette variable égale à 1, après avoir effectué les différentia- 


L L2 LA 2 . . 5 14 
tions indiquées. Nous remplacerons ainsi y et x par 2 et > dy 
3 dx — x dz 
Rs ts 


4 w z dy SE Je dz 
sera remplacé par d :- ou par - 


» dx par 


z° 29 


de sorte que l’équation proposée Ras la forme 
(1) L(zdy —ydz)+M(xdz— 3dx)+ N(y dx — xdy)=o. 


Quand on fait 3 — 1, cette équation se réduit à la proposée, 
à cela près que L y est remplacé par —M et M par L. Nous 
nous occuperons spécialement de l’équation (1) et nous sup- 
poserons d’abord que L, M, N sont des fonctions entières 
homogènes de degré quelconque m. 

Les fonctions L, M, N sont homogènes, et, tout en leur 
conservant leur homogénéité, on n’altère pas l’équation en 
les remplaçant par L+ Ax, M + Ay, N + Az, À désignant 
une fonction homogène de degré moins élevé d’une unité 


que L,MetN. 


Pour la commodité du langage, nous considérerons +, y, 3, 
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comme représentant les coordonnées homogènes d’un point. 
Nous pouvons écrire l'équation (1) 


(Mz—Ny)dx+(Nx—Lz)dy +(Ly —Mzx)dz=o, 
et l’on voit que les points pour lesquels on a 
(2) Mz—Ny=o, Nre=L:—=50; Ly —Mz=o, 


ou 


sont des points où les rapports dx : dy : dz seront indéter- 
minés : on donne à ces points le nom de points singuliers; 
la tangente de la courbe intégrale y est indéterminée. 

L, M, N étant entiers et de degré m, il ne saurait y avoir 
plus de m + 1 points singuliers en ligne droite. 

Sans quoi deux des courbes (2) auraient plus de m +1 
points en ligne droite, ce qui est absurde, puisqu’elles sont 
de degrés m + 1. 


Sim + 1 points singuliers sont en ligne droite, l’équa- 
tion de la droite qui les contient est une intégrale de 
l’équation Cu}: 


En effet, prenons cette droite pour axe des +; en faisant 
æ = 0 dans (2), on doit avoir m + 1 solutions; donc 


La=10, Lo 


doivent avoir m +1 solutions quand on y suppose æ — 0; 
donc L est un polynôme de degré m possédant m + 1 racines, 
ce qui est absurde, à moins qu'il ne soit identiquement nul 
pour æ — 0, ce qui exige que L contienne x en facteur; mais 
alors l'équation (1) est satisfaite pour x = 0 : donc l'équation 
de la droite en question est bien une intégrale de l'équation. 


Lorsque les polynômes L, M, N sont du premier degré, 
et c’est le cas examiné par Jacobi, m + 1 — 2 et les droites 
passant par deux des points singuliers sont des solutions. 
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Les équations (2), dans le cas où L, M, N sont du premier 
degré, ont trois solutions finies. Prenons les droites qui 
joignent les trois points singuliers correspondants pour axes 
de référence; l'équation (1) devra être satisfaite pour x = 0, 
ce qui exige que L contienne x en facteur; de même M doit 
contenir y, et N doit contenir z : donc on doit supposer 
L— ax, M—0y, N— cz, a, b, c désignant des‘constantes, 
et l'équation devient 

(b—c)yzdx +(c—a)zx dy +(a—b)xydz =0 


ou 


BEC 


a—b 
dy + DÉETE 
Z 
d’où l’on tire 
Dore yoga b —/const. 

Telle est l'intégrale de l’équation de Jacobi : il faudra, bien 
entendu, y remplacer x, y, 3 par leurs valeurs en fonction 
des variables primitives. 

Encore un mot avant d'abandonner ce sujet. 

Pour que f(x, y, 3) — 0 soit une solution de (1), f dési- 
gnant une fonction homogène, il faut que l’équation 


of of QT No 
ne CA RS GS 
3 ° ° æ N 4 x « 
fournisse pour les rapports dy : dx : dz, mie des valeurs 


satisfaisant à EU Mais on peut présenter cette condition 
sous un autre aspect : on a, en effet, 


D PARENT 0 LODNE NEO 1 ER 
DER C0 /0p: 1093 NN 
d’où l’on tire 
f . RS UIRA PRO TE 
au NET ET) ES tr SN 


S1 l’on remplace alors y dz — dy, ... par 22 -.. dans (1), 


on à 


OT DEEE 


0x ? 
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et cette équation a lieu quand (1) et f = 0 ont lieu en même 
temps; si donc f = o est une intégrale de (1), l'équation (4) 
sera une conséquente de / — 0, et, par suite, on aura identi- 
quement 


tie MAÉ +NŸ =, 
0x OV 03 

4 désignant un polynôme de degré m — 1. Réciproquement, 
si cette formule a lieu 1dentiquement, / — o sera une inté- 
grale de (1). On pourra donc découvrir des solutions de (1) 
en remplaçant f par un polynôme à coefficients indéterminés 
et homogène et « par un polynôme de degré m — 1. 


Quand on connaît un certain nombre de solutions par- 
ticulières de l’équation (1), on peut en déduire la solution 
générale. 


En effet, si l’on connaissait une solution de l’équation 


(6) Le + M J+N= 


0 
ë pe Ôs j 


homogène de degré zéro, en l’égalant à une constante, on 
aurait l'intégrale générale de (1). En effet, si l'équation (4) 
et la suivante ont lieu 


of of LOS 
Prat die 0 Vase ? 
on aura 
LE 07 Lite ME 
pe A ASP SAN Le) =: (Ly —Moæ), 


et par suite, en comparant avec (1), 


a ARR 
Se dE + RD: 


HE SONO 


d'où Wf—= const. 


Cela posé, on a identiquement, en appelant © une fonction 
L. — Traite d'Analyse, V,. 6 
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LOU AE es 


DDRM te Se (L MS NE) 
0y ; 


d< du 0x ) 3 
sil 06 0P dP 
tr 0 Per) 
Supposons que w, ?, ... soient des solutions particulières de 
(1), en sorte que 
ou ou ou 0P 
PEAR ot Nes LEE nr, es 


en appelant a, b, c, ... des exposants convenables et en 
posant o(u, p, ...)—utol ..., la formule (5) donnera 


NT Ne 
0x OV 


: © 
ù |-G 


= aut-lousé, PDU RE 
= v(au+bB+...). 
Si donc on peut prendre aa + bf +...—o,et, en appelant 
les degrés de u, 0, ..., dt, v, ..., si l’on peut prendre 
au. + by+...—o, la fonction © sera homogène de degré 


zéro et satisfera à l'équation (4); en l’égalant à une constante 
on aura la solution générale de l’équation (1). 


XIV. — Caractéristiques de M. Fouret. 


Considérons l’équation différentielle 


(1) JC 


d 
OUVRE EL 
l’on appelle caractéristiques de cette famille le nombre p 


de courbes pouvant passer par un point donné M, et le nom- 


. Cette équation définit une famille de courbes, et 


bre y de ces courbes qui touchent une droite donnée. 

Nous supposerons l’équation (1) algébrique : alors le degré 
de cette équation par rapport à y’ indiquera le nombre nu de 
branches de courbe passant par le point (x, y). Si l’on suppose 
y" constant dans la formule (1), cette équation représentera 
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le lieu des points pour lesquels les courbes de la famille qui 
constitue l'intégrale générale touchent une droite parallèle à 
une direction donnée y. 

Si l’on pose y = y'x + c, l'équation 


f(æ, yr+c, y)=0 


fera connaître le nombre y des points où la droite y = y'x + c 
touche les courbes intégrales : ce nombre est le degré de f par 
rapport à æ et y. 


Application. — L'équation générale des coniques passant 
par quatre points est, en appelant s et s’ deux polynômes du 


second degré en zety, 
S+ cs = 0. 


L’équation différentielle de ces coniques s'obtient en élimi- 
nant c entre 
0 


s 0 0s" ds" 
Sn LE + RS dy+el dx + 7 dr)=0 


et s + cs — 0; cette équation est donc 


970 CR LPO SD 
ne eo ee 


et le lieu des points de contact de ces coniques avec une droite 
parallèle à LÉ, est donné par l'équation précédente ou 


Ce lieu est une courbe du troisième degré qui passe par les 
intersections des coniques données et par le point de con- 
cours des diagonales du quadrilatère inscrit à ces coniques. 


Il est facile d’écrire l'équation générale des coniques 
inscrites dans un quadrilatère : en effet, soient X, Y, Z des 
fonctions linéaires (premiers membres des équations des dia- 
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gonales du quadrilatère circonscrit); on a, pour l'équation des 


coniques en question, 
(A) C?X2— c(X2+ Y2— 72) + Y2—o. 
En effet, cherchons l'enveloppe de ces coniques : il faut éli- 
miner c entre cette équation et 
2CX2—(X2+ Y2— 72) —0o, 
ce qui donne l'équation des côtés du quadrilatère : 

(X YEUX ENST) IR TEE TN CONTI 
Cherchons l’équation différentielle : il faudra éliminer c entre 
(ATEN dérivée 

0X L 7) » 
— + + o— 3 


Dale AUS À 0 


et l’on obtiendra une équation du sixième degré lieu des 
points de contact avec une parallèle à y = y'x. 
Mais revenons au cas général ; cherchons à résoudre le pro- 


blème suivant : 


Trouver le lieu des points de contact des tangentes issues 
d’un point M et menées à toutes les courbes de la famille 
dont l’équation différentielle est 


(1) | JL F1 Y') = 0. 
Soit 
(2) F(æ, y; c)=0 


l'équation intégrale, les points de contact cherchés seront 


donnés par l'équation 


0F PUR 
(3) 0e (TS CNE IEC 


« et $ désignant les coordonnées de M; or on obtient (1) en 
éliminant c entre (2) et 


oF 
0 


4 


OF 
SE nt dy=0: 
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Le lieu des points de contact cherchés s'obtient en éliminant 
c entre (3)et (2); or “ ne diffère de (4) que parce que y’ 


y est remplacé par 2, doncle lieu cherché a pour équation 


Poe D 


Il est, comme l’on voit, de degré + y, & et v désignant 
les caractéristiques de la famille (1). Si l’on suppose a — 0, 
8 — 0, les termes du degré le moins élevé de la courbe seront 
d’ Hide u et par suite, en M, le lieu aura un point multiple 
d'ordre u. 


Il résulte de là que : 


Pour qu’une courbe transcendante puisse faire partie 
d’un système aux caractéristiques (un, y), il faut que les 
points de contact des tangentes menées d’un point M à 
cette courbe sotent situés sur une courbe d’ordre à + y, 
ayant un point multiple d’ordre x en M. 

Cette condition est suffisante. 


En effet, si elle est remplie, elle le sera en particulier quand 
on prendra M à l'infini dans la direction y = y'x; soit 


(5) (2, Y, Y)=0 


l'équation de la courbe de degré 4 + y qui contient les points 
de contact des tangentes parallèles à y = y'x. L’équation (5) 
est une relation entre les coordonnées de la courbe transcen- 
dante donnée et le coefficient NÉE y’ de sa tangente 
variable, quand le point M se déplace : c’est donc l’équation 
différentielle de cette courbe; elle définit un système aux 
caractéristiques (,y), car, la courbe (5) ayant un point 
d'ordre y à l’infini, son degré est y en x et y; mais ce qui est 
curieux, c’est que la courbe transcendante ne peut faire 
partie que d’un seul système (nu, y). 
En effet, si elle pouvait appartenir à deux systèmes 


g(& 7; y)=0, Y(x,7,7)=0, 
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les équations 


e(æ,r, mr )=e Ya 7 2) =e 


représenteraient la même courbe algébrique, quels que soient 
œet Pet, en particulier, 6(æ; y, yJ=otet d(x, 7, 10 
devraient, quel que soit y’, représenter la même courbe algé- 


brique : ces équations seraient donc identiques. 


per à I 
Exemple. — La courbe y = logx satisfait à += = = ou 
d ES 
4k Se — 1—=0;ses caractéristiques sont (1, 1), et elle ne peut 


satisfaire à un autre système de mêmes caractéristiques. 

La sinusoïde a pour équation y’? + y? — a?; ses caracté- 
ristiques sont (2, 2); le lieu des points de contact des tan- 
gentes qu’on peut lui mener d’un point (4, $) appartient à la 


(+: 


LERQ 


courbe 


c’est une courbe du quatrième degré. 
La théorie des caractéristiques, que nous venons d'exposer 
y > 
est due à M. Fouret. 


XV. — Des trajectoires orthogonales. 


On appelle trajectoires d’une famille de courbes une 
seconde famille qui coupe les courbes de la première sous 
certaines conditions. 

Les trajectoires orthogonales d’une famille de courbes 
sont des courbes coupant celles-ci à angle droit. Soit 


1% yo 0 


l'équation d’une famille de courbes, c la constante qui entre 
dans leur équation. En éliminant c entre cette équation et sa 
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dérivée relative à x on obtient 


do SA 09 
0æ “7 dy 


AV. 00 

c’est l'équation différentielle à laquelle conviennent toutes 
les courbes de la famille. Réciproquement, si l’on donne une 
équation différentielle 


(1) P dx + Q dy =0, 


sa solution étant de la forme f(x, y, c) = 0, elle pourra être 
considérée comme l'équation d’une famille de courbes. Soit 
donc proposé de trouver les trajectoires de la famille de 
courbes représentée par l’équation (1); on en tire 


dy P 


F6 MINS de 
c'est la valeur du coefficient angulaire de l’une des courbes 


‘ (9) : 
de la famille passant en #, y; alors D sera le coefficient angu- 


laire de la trajectoire orthogonale passant au même point el 


dy "50, 


dx P 


sera son équation différentielle : 1l est clair que les trajec- 
toires orthogonales forment une famille qui constitue l’inté- 
grale de cette équation, que l’on peut écrire 


P dy —Q dx = 0. 
EXEMPLES. — 1° 


x? Je : 
ÉCEETE V7 PARTY EN à 


représente une famille de coniques homofocales; en différen- 
Hant, on a 
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en éliminant w entre ces deux équations, on trouve, en dési- 
gnant par ? la différence entre a? et b?, 


AT 
TV a) + (ap HE ON 


c’est l’équation différentielle de la famille en question. 


Cette équation ne change pas quand on change en Le 
dx dy 
donc elle appartient aux trajectoires orthogonales : nous 
l'avons d’ailleurs intégrée plus haut. 


Les courbes représentées par une équation de la forme 


(2) + f(2, y Se —1=0, 


en général, sont à elles-mêmes leurs propres trajectoires 
orthogonales. 

2° Les lemniscates ayant pour foyers les points (— c, o)et 
(+ c, 0) ont pour équation 


(DIE PAPIER CETTE 


a désignant une constante; leur équation différentielle s’ob- 
üent par simple différentiation : elle est 


(æ2+y?+ c?)(x dx + y dy)— 2c?x dx =0; 


ay en ae 


. à ? « 
celle des trajectoires s'obtient en changeant Fe GA 


elle est donc 


(x2+ y2+ c2)(x dy — y dx) —2c?x dy =0 
ou 


(1) (æ2+ y?)(x dy — y dx)— c?(x dy + y dx )=o. 
Le premier terme a pour facteur d’intégrabilité (p. 44) 


I 
(x y2)7? 


-; en le multipliant par ce facteur, il devient d L; 


Lier I 
son facteur général est donc de sn Etre - L'autre terme 
(ARE) TER 
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a pour facteur F(xy) : on doit donc avoir, pour facteur de 
lPéquation (1), 
I 
Gear (2 ) = C0 
d’où l’on ture | 
(2) = are) 


ME “ Cut 
Ve é 


ce qui aura lieu quand les deux membres seront constants. 


- En appliquant ce 


On peut donc prendre pour facteur —— 
x2y? 


facteur, l'équation (1) devient 


x? 


: del he 2 
[+ (25) ]=® CGR | ICRA STE UNE 


2? x? x?y? 
LA 


ou 


nor les > 
hi (%) Ja(2) Ê EN AT 


8 


C 
+ — = const. = 
TV 


ou 
— ax — Kxy = — c?,; 

c'est l'équation d’une série d’hyperboles équilatères passant 
RARE TE ee Hé 

3° Les trajectoires orthogonales d’une famulle de droites 
peuvent toujours s’obtenir par de simples quadratures; 
du reste, les droites en question enveloppent une certaine 
courbe; leurs trajectoires orthogonales sont les dévelop- 
pantes de cette courbe : nous allons donc avoir à notre dis- 
position une méthode nouvelle pour trouver les dévelop- 
pantes des courbes planes. 

L’équation des droites en question est une équation de 
Clairaut : c’est l'équation d’une tangente à une courbe en fonc- 
ton de son coefficient angulaire (p. 69); elle est de la forme 


JY=Yz+f(r) 
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ou 
F(Y—Yæ,y)=o. 


Les trajectoires orthogonales s’obtiendront en remplaçant y” 


I 
par — y on aura alors 


T 


F (y FT 
TR et IE 7 
CR A Ter 
c’est une de ces équations qui, mise sous la forme 


T LA 
+ y =J0), 
coïncide avec l’équation de Lagrange et peuL s'intégrer par 
de simples quadratures. 

Les courbes intégrales n’ont pas en général d’enveloppe, 
mais l'enveloppe est remplacée par un lieu de rebroussements 
qui est la courbe elle-même. 

4° Cherchons encore l’équation des trajectoires orthogo- 

9 Ft A 
nales d’une série de paraboles homofocales ayant le même 
axe 

VAE INTER DE 


Leur équation différentielle, obtenue en éliminant p entre 
celte équation et sa dérivée relative à x est 


2 D) — aa dy — 2 — 0: 
y AP de EN 


dx 


on en tire d’abord y = 0, puis 


Cette équation est telle que le produit de ses racines est — 1; 
donc elle est aussi celle des trajectoires orthogonales et 1l 
est inutile de l'intégrer; les paraboles en question sont donc 
à elles-mêmes leurs propres trajectoires. 

Si cependant on tenait à intégrer l'équation à laquelle 
on est parvenu, on pourrait prendre pour variables x et 
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r —Vx? + y; en effet, l'équation proposée, résolue par rap- 


port à donne 


dy Te Va? + y 


— SEE 
ne . OÙ, 1: GHERNAIREETA 


et, le changement de variable effectué, on a 


rdr—xdrx—2xdxErdr 
ou 
POT =) (a En TE 


Cette équation (p. 5d) est homogène; son intégrale est 
Tr — x —= const. ou T—T—=p, 


qui revient à la proposée. 

5° Parmi les courbes orthogonales, nous signalerons encore 
les ovales de Descartes, représentées en coordonnées bipo- 
laires r et 7’ par les équations suivantes, où & est une con- 


stante donnée et «, Ê des constantes arbitraires, 


! ! F 
r—ar = a, r'+ ar = f; 


ce que l’on peut vérifier en construisant les normales aux 
deux courbes par la méthode de Poinsot. Les mêmes équa- 
tions dans le système pôle-directrice fournissent aussi des 
courbes orthogonales. 

6° La méthode de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques n’altère pas les angles; elle permet donc, étant 
données des figures orthogonales, de trouver un autre système 
également orthogonal. 

7° Les transformations homographiques altèrent en général 
les angles; on peut toutefois se demander quelles sont les 
lignes orthogonales qui restent telles après avoir subi une 
transformation homographique. 

Pour répondre à cette question, on peut disposer les figures 
de manière qu’elles soient homologiques : cela fait, en pre- 
nant le centre d’homologie pour origine et l’axe d’homo- 
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logie parallèle à l’axe des y, on a les formules de transforma- 

tion (p. 59, t. IV) | 
ax 

X — —, 

(1) æ—h 

RES 

EN 


a et h désignant des constantes. Soient à et d deux caracté- 
ristiques relatives à deux déplacements orthogonaux : on 
aura 


(2) ÔX dX + 0Y dY —="o, 
(3) à dx dx + dy dy = 0. 
Or on a ; 
ax = — UT Fe iX = — Ur = < 
CRT RU 


(2) donne alors 


Re ÿ? : I N 
= — h })* Ra (æ — | déni (æ--h}? A0 


— (a dy + by de) = 0 


ou, en vertu de (3), 


#4 dy s I Rue one lee 


ce que l’on peut encore écrire 
dy \? dy ; : DT 
rem] (5) —i]+ De [(æ— h}2— h2— y?] = 0. 
sil / par y 
1 l'on remplace æ — h par x'et = par y’, on a 


BY (VE A) EME EE RE) 


On reconnaît l’équation d’une série d’ellipses et d’hyperboles 
homofocales : À est la demi-distance focale, x — h — 0 ou 
æ — h est l'équation de tous les grands axes (p. 74). 
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XVI. — Méthode propre à fournir une infinité de systèmes 
orthogonaux. 


Nous avons vu que, si f(æ +yV—1)=X+Yy—:1 dési- 
gnait une fonction monogène, c’est-à-dire une fonction ayant 
une dérivée unique, on avait 
e IX AY COX oY 

0 0y” dy 0x 
S1 l’on fait décrire au point dont les coordonnées sont x et y 
un certain chemin, le point X, YŸ décrit un autre chemin 
correspondant. Appelons s et S ces chemins :on a 


dS? = dX? + dY? 
oX OX 2 OY OY É 
— (% de + dy) +(S dx + D dr) 


0Y 0x 
: . [0X OY OX 0Y 
RE 2) 
DONNE) 
= ÀS? ——— ; 
OT.) 


dS est donc proportionnel à ds. Il résulte de là que, si l’on 
considère un triangle infinitésimal de côtés ds, ds', ds", décrit 
par le point (x, y), à ce triangle correspondra un triangle 
de côtés dS, dS’, dS”, décrit par le point (X, Y); les côtés 
du second triangle étant proportionnels à ceux du premier, 
ces deux triangles sont semblables; ils ont donc les angles 
égaux, et, par suite, à deux courbes ds, ds! décrites par le 
point (x, y) correspondent deux courbes dS, dS' décrites par 
le point (X, Ÿ) qui se coupent sous le même angle. Nous 
allons maintenant étudier les conséquences de ce théorème. 

Supposons que le point (X, YŸ) décrive des droites issues 
de l’origine et des circonférences concentriques à l’origine : 
l'argument de f(x) dans le premier cas, son module dans le 
second cas, resteront tour à tour constants ; les lignes décrites 
par le point (X, Ÿ) sont orthogonales ; donc les lignes décrites 
par le point (+, y) seront aussi orthogonales. 


94 CHAPITRE II. 


Quand le point (X, Y) décrit les cercles en question, on dit 
que le point (x, y) décrit les courbes d’égal module de la 
fonction f(x +y W— 1); quand (X, Ÿ) décrit des droites 
issues de l’origine, le point (x, y) décrit les courbes d’égal 
argument de f(x +yV—1); Les courbes d’égal module 
et d’égal argument sont orthogonales. 

Cherchons les courbes d’égal module d’une fonction ration- 


nelle 
3—a)(z3—6b)...(3— 1) 


_ ht 
(a) (z—a)(3—68B)...(z— À) 


ADN ta, 0, rdésisnant des VQUAntiTésECOTS TARLES 


Faisons z = x + y/— 1; le module de f(z3) est égal à 


modiz3e7)mouts Die 
mod(z—«)mod(s—$)...? 


or le module de z — & est égal à la distance r, du point 3 au 
point a; les courbes d’égal module, c’est-à-dire le lieu des 
points pour lesquels le module de f(z) sera constant, jouiront 
donc de la propriété exprimée par l’équation 


TETE EE 
(2) MONET IS dent 


TarBe.. TX 


L’argument de f(z) est égal à 


arg(z3—a)+arg(z—06)+...— arg(zs— ax) — arg(z—8B)—...; 


or arg(z — a) est égal à l’angle 0, que fait la droite allant 
du point & au point 3 avec l’axe des x; les courbes d’égal 
argument de f(z), c’est-à-dire les lieux des points pour 
lesquels l’argument de f(z) est constant, ont pour équation 


(3) da 0g+...+ 07 — 04 — 08 —...— 6) = const. ; 


les courbes définies par les équations (2) et (3) constituent 
donc un système orthogonal. 

Nous allons établir quelques propriétés des courbes qui 
nous occupent : 

1° D'abord leurs tangentes se construiront on ne peut plus 
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facilement par la méthode de Poinsot et, par suite, les tan- 
gentes à leurs trajectoires orthogonales (t. Il, p. 26); leurs 
rayons de courbure sont fournis par la méthode exposée 
MÉLED 120). 

2° Elles présentent parfois des points multiples : ces points 
multiples sont les points où la dérivée de f(z) s’annule, et 
les tangentes au nœud forment les rayons d’un polygone 
régulier, résultat que j'ai donné dans ma Thèse. 

3° Reprenons l'équation 


; laTb .. TI 
(1) =. NCONSL, 4 


TaTB er) 


Soient &, et a, les coordonnées du point &, b, et b, celles 
du point b, etc.; on aura, en appelant x, y les coordonnées 
d’un point de la courbe, 


cr ra =(T— a} +(y—}, 
et, si l’on pose 
D y Vel Re) BY rez", 
Min dv 1— a, N'a "a V1", 


etc., on pourra écrire (1) ainsi 


(z—a)(z —a'\(z—b\(3z — bb")... 
CRC NE) Ca OZ P'pere 


2 1? ] 
7e 


ou, en posant, égale à f”’(z'), la fonction obtenue en changeant, 


LE ONE MENÉS 0 NT OR TT 
(2) fa) fe) = 1e. 
Nous ferons 
Fe T2) VENT dre) 
J(3) V(z)’ E-rea 


Fr ite , N 1/ » . . à 
en désignant par ©, Ÿ, 0’, d'les fonctions entières qui servent 


de numérateurs et de dénominateurs à f et f’; (2) s’écrira 
alors 
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ou, en appelant w et w’ deux constantes, 


o(z)+wb(z) Re sie 
(3) +0 ÿ(z) A3) +9 (2) 


c’est-à-dire 


3) [o(z)+wb(z)][#24'(3)— wo (3) 
COERMENELTEETTIES EE 


Cette équation est de même forme que (2), mais les points 
fixes ne sont plus les mêmes; ce sont les racines d'équations 
nouvelles différentes de EST ET 
les nouveaux pôles ne seront- pas les mêmes pour toute la 
série de courbes à laquelle appartenait la courbe définie par 


l'équation (1) pour une valeur donnée de #. Donc : 


Une fonction rationnelle étant donnée, ses courbes 
d’égal module pourront être les courbes d’égal module 
de bien d’autres fonctions rationnelles. Cette remarque est 


de M. Darboux. 


4° L'un des nouveaux pôles pourra être choisi arbitraire- 
ment; en effet, on peul choisir w et w’ de manière que le 
premier membre de (3) s’annule ou rs infini, pour 
deux valeurs données, l’une de 3 et l’autre de 3 

5° On peut done les foyers des LSN UE qui nous 
occupent de la manière suivante : formons l’équation (3) et 
déterminons w et w/ de manière que deux des nouveaux 
pôles soient confondus; l'équation correspondante de la 
courbe sera, par exemple, de forme 


12 
RSS UE 
raTB-...Trx 


et les points d’où émanent les rayons doubles seront évidem- 
ment des foyers. 
Les courbes que nous venons d'étudier sommairement com- 
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Ta . x 
prennent le cercle = const., la lemmiscate 7, r3, — const.; 
[e 4 


on peut donc dire que : 
» 


Les trajectoires orthogonales d’une série de cercles, tels 
que le rapport des distances de leurs points à deux points 
fixes soit constant se compose d’une sériede cercles passant 
par les deux points fixes. 

Les trajectoires orthogonales d’une série de lemnis- 
cates ayant les mêmes foyers sont des hyperboles équila- 
tères qui passent par les foyers. 


La théorie des imaginaires fournit encore un autre exemple 
de trajectoires orthogonales; ainsi les équations 


DREUX OX OY 


doper 
qui expriment que les premiers membres des équations 


X dy + Y dx = 0, 
X dr — Ydy =0 


sont des différentielles exactes, expriment aussi que les 
courbes représentées par ces équations sont trajectoires or- 
thogonales les unes des autres. De là une foule de systèmes 
dont les trajectoires orthogonales s’obtiendront par des qua- 
dratures. Quand on prend X + Y T — LE y Ve les 
équations précédentes représentent des hyperboles équila- 
tères. Quand on prend X + Ÿ Var — (x + y Velos on à 
les courbes orthogonales 


3 43 
À 18 ne — LOS Ty? — 5 En const. 
XVII. — Sur les connexes. 


Considérons une équation à six variables, homogène, 


(1) TAELBAICT ae 1; GEO, 


dans laquelle x, y, 3 sont les coordonnées d’un point et 
L. — Traité d'Analyse, \. 7 
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€, n, € les coordonnées tangentielles d’une droite. Cette 
équation représente ce que Clebsch appelle un connexe. Un 
connexe est algébrique ou transcendant, suivant que son 
équation est algébrique ou transcendante. 

Dans le cas où le connexe est algébrique, son ordre est le 
degré de f par rapport à +, y, 3. Sa classe est le degré de f 
par rapport à Ë£, n, €. 

Clebsch appelle coincidence l’ensemble de deux connexes 
ou plutôt l’ensemble des valeurs x, y, 3; &, n, € satisfaisant 
à la fois aux équations de deux connexes. 

S1 l’on considère trois connexes, on peut entre leurs équa- 
tions éliminer +, y, 3 ou &,n, G; ils peuvent donc être censés 
représenter un couple de courbes, l’une en coordonnées or- 
dinaires, l’autre en coordonnées tangentielles. 

Considérons un point P et une droite D appartenant au 
connexe (1), c’est-à-dire dont les coordonnées satisfont à 
l'équation du connexe ; simultanément, P et D constitueront 
un élément du connexe. 

Au point P correspond une courbe enveloppe F qui a pour 
équation (1), dans laquelle x, y, z sont remplacés par les 
coordonnées de P; de même à la droite D correspond une 
courbe C, dont l’équation est (1), dans laquelle &, n, € sont 
remplacés par les coordonnées de D, et, si le connexe est de 
mine ordre et de ni" classe, m et n seront le degré et la 
classe des courbes F et C. 

Ceci posé, soient P et D un élément du connexe (1), P 
étant un point de Cqui correspond à D, et D une droite tan- 
gente à l qui correspond à P. Soient +,, y1, 3, les coordon- 
nées du point P, de contact de D et T'; &,, n1, C, les coor- 
données de la tangente D, à C menée par le point P; P, et D, 
constitueront un élément d’un nouveau connexe que l’on 
appelle conjugué du premier (1). 

Le point (x, y1, z,) est à l'intersection des deux tangentes 
E,n,CetE+ dé, n + dn, C+ dû : la droite &,, n1, € joint 
les points æ, y, set x + dx, y + dy, 3 + ds, x, y, 3 res- 
tant constants quand Ë, n, € reçoivent les accroissements 


ÉQUATIONS 


dé, dr, dé et FE 1; € restant constants quand Ty ŸV; 
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recoI- 


æ 
LS 


vent les accroissements dx, dy, dz. On a donc 


JAMES DOTE 
a) CT 0 = 0, 
| ns di of 
3) pe Cher 6 —= 
On a d’ailleurs 
(411) SERIE — 59 01 VE LM à ; 
; nd—Cadn Cdi—td&  Edn—nd 
(5) El 2 T1 é C1 
Ydz—2dy Usdr—xdz xdy—=ydx 


el, comme conséquence de ces équalions, 


(6) Tië + Vin +316 —=0, 
V7) TG + TiY + Ge 1=0, 
(8) Li dE + y1 dn + 31 dé = 0, 
(9) E1 dx + n1 dy + Kids = 0. 


Si l’on remarque qu’en définitive d£ et dz sont nuls, les for- 


mules (8), (9), (2) et (3) donneront 


OT. DURS of 
Peru eo abre 
(10) { | Re : 
| RE NC ESRI 
%1 Œ Yi On 31 À” 


1° : ’ Q _ 
en éliminant entre ces équations et (1) 6, n, 6, æ, y, 3, on 
aura l'équation du connexe conjugué. 


Le conjugué duconnexe conjugué de f —oest leconnexe 
— 0 lui-même. 
mi s PF} e , Le 
En effet, soit F(x, Vas 213 Gas N1+ Gi) = 0 l'équation du 
connexe conjugué de f —0o; si, dans l’équation F — 0, on 
remplace Z1, 1, 31; CARTE: par leurs valeurs proportion- 
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nelles (10), on reproduira f à un facteur M près. Ainsi 


FT Ro +) = Me 1 IC 


dE” 5 dé . 
; 0 0 
ou, en posant pour abréger a I S— FR 


FF 23 CN EME RE PES 


or le connexe conjugué de F sera donné par 


1  0F Mat 0F 1 0F 
É Om ne O1 Ce 081 
1 OF nel 0F us OF Fo 
Lo dE p2 01: Z2 0U” À 
ou, si l’on veut, 
1 0F L Tor Hs 
É oh  Ce ie US 


ou bien encore, en observant que f==0 et que, par con- 


séquent, VI M _ 
1, Of RU RIRE 1 
cu 
PAIE INAOT AO: 
CT Le 
Orona 


mf = f17 + f29 + f32, 
OS a mt CT nt CUS 


maf = Ÿ fide +D dfi, 
af = NT + Edf; 


df = D dx +D de, 


(m = n — Da De dfi +ÿt df. 


et, par suite, 


mais 


donc 
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[l résulte de là que 


of tu, (Mm+n—1) 


(M+n—1 Eu VA “Tr 
) Sp 5 4 | 
of | of 
(Mm+n—1 = Ÿ NE = 1 PR 
)3fr S ( CE L 
les formules (11) donnent alors 
LATE OST NOT RCE 
A J2 232 6 n2 C2 


ce qui démontre notre théorème. 

Pour terminer ce que nous avons à dire du connexe con- 
jugué, nous ferons observer qu’un connexe peut être son 
propre conjugué; les connexes, qui sont à eux-mêmes leurs 
propres conjugués, sont définis par l’équation 


of of of. of of of 
ff On” 0L° 0x” 0y” no) = ” 


dont il paraît difficile d’obtenir la solution générale, mais 
dont on peut avoir facilement des solutions particulières. 


XVIII. — Coincidence principale. — Connexe identique. 


Le connexe 
(1) xt+yn+zt—=o 


est ce que l’on appelle le connexe identique ; au point(x, 7,2) 
dans ce connexe, correspondent toutes les droites passant 
par ce point, et à la droite (£, n, €) correspondent tous les 
points situés sur cette droite. 

Soil 


(2) RTS se re) 0 


l'équation d’un connexe quelconque : les équations (1), (2) 
représenteront ce que l’on appelle la coïncidence principale 
du connexe (2). Dans cette coïncidence, au point (x, y, 3) 
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correspondent un nombre fini de droites passant par ce 
point, et à une droite (6, n, €) correspondent un nombre fini 
de points situés sur cette droite. 

Supposons que l’on donne à x, y, z des valeurs &, b, c; 
en vertu de (2), la droite (6,7, 6) enveloppera une courbe T'; 
et, en vertu de (1), (2), au point (@, b, c) correspondra une ou 
plusieurs tangentes à l contenant le point (a, b, c). Si l’on 
donne à (6, n, €) des valeurs «, B, y, le point (x, 7,2) se trou- 
vera, en vertu de (2), sur une courbe C, et, en vertu de (1) 
et (2), à la droite (x, $,) correspondront un nombre fini de 
points situés sur la courbe C et sur la droite (x, 6, y). 

À chaque point (x,7,) correspondent un certain nombre 
fini de droites passant par ce point ou, si l’on veut, un nombre 
fini d'éléments dx, dy, dz dans la direction de ces droites; 
entre x, y, 4 et dx, dy, dz, il existe une relation que nous 
allons chercher, et qui définit une famille de courbes. 

Quand x, y, z croissent des quantités dx, dy, dz, dont il 
vient d'être question, 6, n, € restent constants : on a donc, 
non seulement 

EX+ ny +ÜCz=0, 
mais encore 
E dx + n dy +dz =0 


et, par conséquent, 


ë n (4 


y dz — 3 dy — zsdx—xds x dy —y dx’ 


portant les valeurs de 6, , € dans (2),ona 
(3) jt, y, 3, y dz — 3 dy, z dx — x dz, x dy — y dr)=0; 


telle est l’équation différentielle qui définit la famille de 
courbes dont nous avons parlé et que nous appellerons les 
courbes connexes de f = 0. 

De même à chaque droite (£, n, €) correspond un certain 
nombre fini de points sur cette droite, et, quand (Ë, n, €) su- 
bissent des accroissements dé, dn, d&, de manière qu’elle 
tourne autour de l’un de ces points, il existe des relations 
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entre 6, n, Ç qui définissent une enveloppe dont l’équation 


différentielle est 
f(n dé — C dn, ..) ë LE Cd, 


et qui sont aussi des courbes connexes de f = 0. 


XIX. — Rôle des connexes dans la théorie des équations 
différentielles du premier ordre. 


Considérons maintenant une équation différentielle du 
premier ordre, si l’on y regarde la variable x et la fonc- 
on y comme les coordonnées d’un point, on pourra la pré- 


senter sous la forme 
YA dy x 
o FE Y; =, 0 


et, sans nuire à la généralité, sous cette autre forme 


o(r, y, dx, dy, &dy=7ydæ)=0o 
L] WA V 
ou enfin, en remplaçant æ par — et y par : : 


GO)  vw(x, y, 3, y ds — 3 dy, x dx — x dz, x dy —y dx)=0, 


© désignant une fonction homogène par rapport à x, y, z; 
dx, dy, dz. 

Mais, d’après ce que l’on vient de voir, si l’on considère la 
coïncidence principale 


o(T, ÿ; Z; + "; C)=0, 
TE—yn+zé=o, 


ses courbes connexes auront (r) pour équation différentielle ; 
ainsi éoute équation différentielle du premier ordre re- 
présente les courbes connexes d’une certaine coïncidence 
principale. 

Cette remarque est féconde, elle conduit à des conclusions 
importantes touchant la théorie des équations différentielles. 
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Et d’abord, étant donnée une coïncidence principale 
F=20: tTE+yn+26—0, 


algébrique de degré m et de classe n, on peut la remplacer 


par 
f+ÀM =, TE+yn +26 —=0o, 

M désignant une expression de degré m — 1 et de classe » —1 

et À désignant l'expression xË + yn+2€. On ne change 

pas ainsi les courbes de coïncidence; de là un moyen de trans- 

former une équation différentielle en une autre qui dépendra 

de la forme attribuée à M et qui pourra être parfois plus facile 


à intégrer. 


XX. — Transformation des connexes et des équations 
différentielles. 


On peut simplifier un connexe f(x, y, z; En ie vien 
lui faisant subir une substitution, telle que 


(1) Ar EE PL 
SIT AR SUR 
(2) VAL Vo! 


O1, Do, Da; Vi, Ve, Vs désignant des fonctions entières de x, 
Y,3;6,n, 6. On lui fait alors subir ce que l’on appelle une 
substitution rationnelle. On peut faire subir la même sub- 
stitution à une coïncidence, et, en nous plaçant au point de 
vue des équations différentielles, on peut se demander : 


Quelles sont les substitutions (1), (2) qui transforment 
la coïncidence principale du connexe 


(3) LCL, Ein = 0 


en une autre coïncidence principale? 


ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 109 


Ces conditions exigent que 
tæ+ny +Üs=o et E dx +ndy +Üdz=0o 

deviennent 
Ex'+ny +lz =0o et E'dx'+r'dy' +Cdz'=0 
ou . 

D4 Vi + Po Vo + P3Ÿ3 — 0, V1 dpi + Va dos + Vs dos = 0. 
La première de ces formules doit donner lieu à l'identité 
(4) D1 Vi + Dao + 0383 = Mf + N(xE+yn+sû); 


la seconde peut s’écrire 


2® DORE ” 
(9) Du de ++ +...) 0 
Orona 

x dE + y dn + z dé = 0, 

ZE +yn +2 —o, 

Lfi +Jfr +sfs =0, 


! ! ! Fo , 0 0 
fus Ja Î 35 J as Î as J à désignant pour abréger e ...) _ ..; 


de ces équations on conclut pour dE, dn, dé des expressions 
de la forme 


(6) dd=fidU+EtaV, dn=fdU+ndV, dt= f,dU+tdV. 
De même 
ANA SMPAUREE LINE ETS dr Nu ds=f,dU'=24V" 
portant ces valeurs dans l'identité 
fi dx + fr dy + fs ds + fi dé + fo dn + f'; dt —0, 
on a, toutes réductions faites, 
if + ff + fs f3)(dU + dU") = 0, 


c’est-à-dire AU — — dU"; car, en général, f étant donné, on 


n'a pas af, + f2f 2 + faf 3 — 0. Or l'équation (5), en vertu 
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de (6) et (7). devient aussi 
Jœ1 ! T2 ! dvi 
de (idU'+zdV)+...+ = (fidU +EdV)+...|...=0 


ou, en vertu de dUÙ + dÜ'— o et de 


QT , pi 


FLE SE 


+... — SV; 
s désignant le degré de v,, 
(P dV + P'dV')(p1Ÿi + pa + 03%) 
0 Of: 09; df;) 
| LDDNTE JE GE ne À 


P et P’ désignant des polynômes entiers; cette équation peut 
s’écrire 


Op; Of dy: of 
Q Be 0 u ! LA 1 1 
(8) D u( DEL de) = M + NE yn +20). 


Si l’on soumet l’équation (4) à l’opération 


DE je ri 


on trouve 
’ _ OÙ; Of 0Ÿ; Of __ Nr : " : VAT 
(9) DUCEEE dE )= MS NE + ya st). 


Pour que la coincidence principale de f = o se transforme 
en une autre coincidence principale, il faut qu’il existe 
des polynômes M’, N', M”, N’ donnant lieu aux identités 
(8) ec (9). 


XXI. — Sur le facteur d'intégrabilité. 


Toute équation différentielle du premier ordre peut théo- 
riquement être ramenée à la forme 


P dx + Q dy =0 
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æ u 

ou, en remplaçant æ par — et y par +; 
P(z dx — x dz)+ Q(z dy — y dz)=0, 

et cette forme est un cas particulier de la suivante 


G) L(ydz—2dy)=M{(zdx—2xdz)+N(x dy —7ydx)=—0, 


qui représente les courbes connexes de la coïncidence prin- 
cipale 
LE —- M —— NE = O, 


xE+yn +236 =0o, 


(2) 

L, M, N désignant des fonctions de x, y, z. Cherchons le 

facteur d’intégrabilité 4 du premier membre de (1); 
u[L(y ds — : dy)+ M(zdx — x dz)+N(x dy — y dx)] 


doit être une différentielle exacte; par suite, on doit avoir 


CNE ELE OO LEE Me) 


Oz 0Y 
1) Ou(Ly —Mzx) Hi A Made VA 
; 0x oz 
Ou(Mz—Ny) JBCNx—Lz) 
0V 0x 


Si l’on développe la première de ces formules, par exemple en 
désignant par "= le degré des fonctions homogènes L, M, N, 
on trouve 


(NÉ +MÉ)-L(sE+y Se) 


03 DE UT 
LE ge ne opL—p(:T eb = 0 
A \ 03 0 ) FLE 53 OV 
ou bien 
du Ou. ou ou Ou. ou 
(LME +n SE) Lo + Re 5) 
D. CE age g 2UL — HAE a =) 
VÉ LOGS ON x) F #( 0 DANCE DS 
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Soit pour un moment 4 le degré de y : cette équation, en vertu 
du théorème des fonctions homogènes, deviendra 


e(L° Le CT des N°) 


dx dY 03 
— Lau + ur ARE + Do) -28l—umL=0; 
0x )4 03 


si donc on avait 
Gr 2-70 ou Le (IE), 


on aurait simplement 


C]72RR du ou. : oL oM = 
(4) En 0) AE dy Pr MEN 


et chacune des formules (3) fournirait la formule unique (4). 
Cette formule (4) fournira un facteur d’intégrabilité du degré 
—(m+2). 
M. Darboux a remarqué que l’on pouvait simplifier l’équa- 
tion (4) et supposer 
0, oM ON 


0x de 0Y 03 


) 


en effet, en ajoutant au premier membre de (4) l'expression 
nulle 


Af[æ(y ds — 3 dy)+y(z dx — x dz)+ 2(x dy — y dæx)], 
où À est homogène de degré m —1, l'expression 


0L oM ON 
0x 7 0j 02 
devient 
O(L+Azxz) dO(M+Ay) d(M+Az) 
Cr Me 7 io. 
ou 
2 
04 


L 


il suffit donc, pour annuler e Le us AE ue de prendre 


am (M cu 
\ox “ dy  03/m+2 
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XXII. — Problème des trajectoires réciproques. 


Le problème des trajectoires réciproques, qui a été l’objet 
des recherches de Jean Bernoulli et d’'Euler, peut s’énoncer 
> P 
comme il suit : < 


Trouver une courbe MN (jig. 1), telle que sa symé- 
trique par rapport à l’axe des y, transportée parallè- 
lement à l'axe des y, coupe toujours cette courbe MN sous 
le méme angle. 


Soient M’ N' la symétrique de MN par rapport à l’axe des 


y 


y; M'N’ cette courbe transportée parallèlement à l’axe des y : 
on devra avoir toujours 


MBM” = MAM'. 
Soient x l’abscisse OP et y l’ordonnée PB, 


BUS 7 et MAM' = 2; 
on devra avoir 
angle MBM”" = x, 


c’est-à-dire 


A 
we 


dy 


dx 
arctang —— + arctang 


dy 
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Or y' est une fonction connue de +; car, l'équation de la 
courbe primitive étant y = f(x), on aura 


= f(— 2); 
on aura donc 
arctang  s -arctang eS = &. 
 F(x) Mer) 
Si l’on fait 
arctang L Were o(T); 
f(x) 2 


On a 


09 A 


I I s 
Fees 0 


arctang 


pour résoudre le problème, il suffira donc d’égaler à une 


5 . a 1 I I , 
fonction impaire quelconque trétaneee — 5% et l’on 


aura 


XXIII. — Problème de Biot. 


Trouver une courbe plane telle que tous les rayons lu- 
mineux émanés d’un point fixe À, après deux réflexions 
sur la courbe, viennent repasser par le point A. 


Rapportons la figure à des coordonnées polaires : prenons 
le point À pour pôle et soient M et M les points d'incidence 
du rayon lumineux émané de A; soient r, 0 les coordonnées 
polaires de M; 7”, 4’ celles de M’; soient enfin & et y les an- 
gles que les tangentes en M et en M' à la courbe cherchée 
font avec les rayons 7 et 7” respectivement ; il est facile de 
voir que l’on a 


u—uw —=0—06" ou pe —-0 = p'-- 0; 
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donc l’angle 1 — 4 est constant, ce qui fournit l'équation 


différentielle 
tang u — tangÜ 


NE 
1--tangutangô 


a désignant une constante. Cette formule donne 


r dô — drtangd 
dr + rtangô F 


ou 


dr 1—atang0 |  d(acosô +sinô) 


FN a tansf LUN Gcos0 sin 0 


? 


on en conclut 
r = C(acos0 + sin), 


c désignant une constante : cette équation est équation géné- 
rale des cercles passant par l’origine. 


EXERCICES ET NOTES. 


Voici des exercices relatifs aux équations que l'on intègre immé- 
diatement ou par des quadratures. 


am (> — ) + dy (= — Se O. 
DT LOS 


dx(2zy +y?—1)+ dy(2x DEL) 6 
Ldx(22y +y?—1)+ dy(22y + TT 


1. Intégrer 


2. Intégrer 


LI 


3. Entre les coordonnées à l’origine «a, b de la normale à une 


Fi Ve : 
courbe, on a la relation — — const., quelle est cette courbe? 


b 


Même question en remplaçant le mot normale par le mot tangente! 


4. Trouver une courbe dans laquelle la distance d’un point fixe à 
la tangente est proportionnelle au rayon vecteur issu de ce point, — 
au carré du rayon vecteur, — à l'inverse du rayon vecteur. 


. 5. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante. 
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6. Trouver une courbe dans laquelle la normale, la tangente et 
une droite fixe forment un triangle d’aire constante. 
Les questions suivantes se rapportent à la recherche du facteur 


d’intégrabilité. 
7. Intésrer 
(æ cosy — y siny)dy +(x siny + y cosy) dx — 0 
(le facteur est fonction de x). 


8. Intégrer 
[y (æ2+ y?) — æy] dx + x? dy = 0. 


9. Intégrer 
(æ2+y?+ 1) dy + æy dx = 0. 


10. Intégrer 
dx(xæ —ky)+ dy(y + kx)=0; 


c’est une équation homogène; un facteur a pour valeur 
[ze — ky)+y(y + kz)[t : 


on propose d’en trouver un autre et d’en conclure l'intégrale géné- 
rale. 


11. Pourantégrer l'équation g = "/(r,/") ou _… on la diffé- 
rentie et l’on a 
(a Of Of dy". 
DHROTIRUT 
Prouver que le facteur À d’intégrabilité de cette dernière équation 
satisfait à 
- (ALEXEIEFF.) 


dy" \ 0x J _ dy 0x 
Les exercices suivants conduisent à des équations homogènes ou 
réductibles à de telles équations. 


12. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
sont également distantes d’un point fixe. 


15. Trouver une courbe dans laquelle, le rayon vecteur étant dé- 
composé en deux droites suivant la normale et la tangente, l’aire du 
rectangle de ces deux droites soit proportionnelle au carré du rayon 
vecteur. 
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14. Trouver une courbe dans laquelle le rapport des distances de 
la normale à deux points fixes soit constant. 


45. Trouver une courbe telle que le lieu des milieux des tangentes 
ou des normales soit une ligne droite. 

Les questions suivantes se ramènent à l'intégration d'équations 
linéaires. 


16. Intégrer 
dy 


RAT RES CP EU 


17. Trouver une courbe telle que le coefficient angulaire de la tan- 
gente soit une moyenne arithmétique entre le coefficient angulaire 
du rayon vecteur et l'inverse de ce coefficient angulaire (en coor- 
données rectilignes l’équation est homogène). 


18. L’équation 


_. + f(æ)siny + F(x)cosy +wo(xz)—=0o 


se ramène à 


dz 
en ei Oz RES 
FL TIR Q ‘ 


1 
en posant MOST = Z: 
(LiouviLce, Journal de Mathématiques, 1" série, t. XE.) 


19. Intégrer 


dy 
DRE 1/2 sr A DE 
dore æ2y + &2= 0, 


sachant que y — «+ est une solution. 


20. Intégrer 


dy ! 4 ! p 
Ted 0: 
LE RES One: 


Les exercices suivants sont relatifs aux équations que l’on peut 
intégrer en les différentiant. 


21. Entre les coordonnées à l’origine de la normale (ou de la tan- 
gente) d’une courbe & et b, il existe la relation 


a + b = const. ou ab =const: 


trouver la courbe. 
L. — Traite d'Analyse, V. 8 
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99, Trouver une courbe dans laquelle la portion de normale 
interceptée entre deux droites rectangulaires soit constante. 


23. Trouver une courbe dans laquelle le produit des distances de 
la normale à deux points fixes soit constant. 


2%. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
interceptent sur une droite fixe des segments dont le rapport soit 
constant. 


25. Trouver une courbe dans laquelle la distance de la normale 
à un point fixe soit proportionnelle à l'arc. (Exprimer les coordon- 
nées polaires de la courbe en fonction de l'arc.) 


26. L’équation de Clairaut y = y'x + f(y') est la seule que l’on 
intègre en y remplaçant y’ par une constante. (Maxstow.) 


27. Courbe dans laquelle la projection de la normale sur le rayon 
vecteur est constante. 


28. Intégrer l’équation 


F(y 


(+ 22)y?— 2%yy +(1+ y?) = 0. 


| JADE 
29. Intégrer 


30. Trouver la route suivie par un rayon lumineux qui traverse 
un milieu dans lequel l'indice de réfraction varie proportionnellement 
à la profondeur. 

< L F 

31. Trouver la développante de la chaînette y = —— {enx+e-mx) 

DiT1L bas 
en prenant pour origine de cette développante sur la courbe le point 
le plus bas de la chaînette. — Cette développante porte le nom de 
tractrice; — la tractrice est la courbe dont la tangente est con- 
stante : — c’est aussi la trajectoire orthogonale d’une série de cercles 
ayant leurs centres en ligne droite et le même rayon. 


32. Trouver les trajectoires orthogonales d’une série de cercles 
tangents à deux droites quelconques. 


33. On appelle trajectoires obliques d'une famille de courbes les 
courbes qui coupent celles-ci sous un angle constant. 
Trouver les trajectoires obliques des tangentes au cercle. 


34. Trouver les trajectoires obliques d’une série de paraboles ayant 
même foyer et même axe. 


35. Trouver une courbe telle que, si sur la tangente, à partir du 
point de contact M, on prend une longueur constante MN, le lieu des 
points N soit un cercle. (Prendre des coordonnées polaires.) 


mn 
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36. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série de cercles de 
rayon constant passant par un point fixe. — La tangente polaire de 
ces courbes est constante. — Trouver les développées de ces courbes. 


37. Trouver les trajectoires orthogonales d’une série d’hyperboles 
équilatères ayant les mêmes asymptotes (hyperboles). 


38. Intégrer l’équation 


dy 7 s( rl 
tomate by a 


\ 


ne i 
a, b, c, a', b', c' désignant des constantes (remplacer » par et æ 


I 
PAR 
“A 


39. Intégrer 


dy \? AE 
ax ( +2 —24)=—-—2ÿ/(Y—2a)=0 
a ion) JE 28) 0, 
a désignant une constante. 
(Proposé au Concours de Licence, juillet 1884.) 


40. Si l’on pose 


X+YY—i=sn(x RU eTE 


ou 


VUE Toner Vi 


ou 
X+YVY—;1=dn(x + y VESPEE 


et si l’on suppose alternativement æ = const., y = const., on obtient 
des courbes orthogonales lieux des points X, Y, que l’on demande 
d'étudier. 

(SIEBECK, Crelle, t. 57.) 


41. Trouver l'équation générale des courbes dont l'arc est égal 
au segment intercepté sur une droite fixe par les rayons vecteurs 
des extrémités de cet arc, issus d’un point fixe (ces courbes ont été 
étudiées par M. Maurice d’Ocagne). 
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CHAPITRE IL. 


DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


I. — Préliminaires. 


On appelle équations linéaires les équations de la forme 


dn y dn— —1 J 


A PA PNTEnS APT CS + Xry = P 


(1) Xo 


ou, en posant, pour abréger, - 


: ZE yi, 
XV + XX 7 P, 


dans lesquelles X,, X,_,, ..., X5, P sont des fonctions 
quelconques de x; P estce que l’on appelle le second membre 
de l'équation. 

Nous étudierons tout d’abord les propriétés des équations 
sans second membre : nous allons voir en effet que, quand on 
a intégré une équation privée de son second membre, il suffit 
d'ajouter à l'intégrale trouvée une solution de l'équation avec 
second membre pour obtenir la solution générale de cette équa- 
on. Nous verrons dans la suite comment on peut toujours 
déduire de l'intégrale de l’équation privée de son second 
membre une solution de l’équation avec second membre, et 
cela au moyen des quadratures. 

Soit w la solution générale de l’équation 


Lg LE + Xny =0, 


qui n’est autre que (1), dans laquelle on a remplacé P par 
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zéro; On aura identiquement 


du NU 


DRE ans 0 ee 


(2) X 


Soit alors z une solution de Péquation (1) : on aura 


(3 x d'z X dn--123 X a vi 
ai Se RE NS LE En en TES ; 


si alors on fait y = u + 3, l'équation (1) deviendra 


[22 / UE 
(x Le Bret Xuu)- (x é Set Xne)=P 


0 dr 


N / 


et sera identiquement satisfaite en vertu de (2) et (3). Or « 
renferme 7 constantes arbitraires, puisque c’est la solution 
générale de (2); donc w + 3, renfermant ces constantes aussi, 
est la solution générale de (1); donc : 


Taéoreme. — Pour obtenir la solution générale d’une 
équation linéaire, il suffit d'ajouter à la solution géné- 
rale de cette équation privée de second membre une solu- 
tion particulière de l'équation proposée elle-même. 


II. — Forme de l'intégrale générale d’une équation linéaire 
sans second membre. 


Taéorëme 1. — Sr y, est une solution de l’équation 


£ dry dn—1y : 
(1) 0 Jrn Su 1 dxæn-1 +, ..+X:y = 0, 
que nous éCrirons aussi 
(1) Xo7Y2+ Xi 1+...+ Xny =0, 


dans laquelle X5, X1,...,X, désignent des fonctions quel- 
conques de x, et, sic, désigne une constante arbitraire, 
C, y, sera encore une solution de la même équation. 


En effet, puisque y, est solution de l'équation (1), on aura 


XoY?+ Xi 1+...+Xnÿi=0 
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et, par suite aussi, en multipliant par c;, 
XoC1Y? UT X: Ci TP Se a ie Xp C1 91 —= O, 
| # 
ce qui exprime que €, y, est une solution de l'équation (1). 
CAONFED: 


Taéorbue Il. — £n général, st l’on désigne par y1, 
Ve. -.., Ji des solutions de l'équation (1)et par C1, cs, . 
ci des constantes arbitraires, l'expression 


ONE 


Ci SPANCTE Co V2 has se Ci Vi 


sera encore une solution de la même équation. 


En effet, si l’on remplace dans l'équation (1) la fonction y 


par 


CaNTER Co Fa OL Pts 
on irouve 
XOCCLMIUEE Capo Tee ACTES) 
UAA CORP Dec iCn Me SERRE; re) 


ere eo srete ty © éyerolie ne 01e nus) ere te eee plie Ai eu re.e % 


c’est-à-dire 
C] (X077 2e AVE Se 0 00 4e XnY1) 
+ Ca(XoY3 + X1Y2 1+...+ Xp Yo) 


De cahalole es te etera ete eee hein ie += nes — O. 


Or y, Y2, :.. étant solutions de (1), les coefficients de c1, 
Ca, +, Ci sont nuls : l'équation (1) est donc satisfaite pour 
VU + CYe +... + CiVi. COS 4ES ND 

Avant d'aller plus loin, nous établirons la proposition sui- 
vante, dont nous ferons un fréquent usage. 


Tuéorkme III. — S% entre les fonctions Yi, Yo, :.., Vn 
de x et leurs derivées, il existe une relation de la forme 


va ÿ2 CPE NS d' 
tn) AR NA re. 
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on aura identiquement 
(441 Mi Ac do V2 ns rte An Vn —\0; 


As Aos +... An désignant des constantes. 
; s An $ 


En effet, la formule (1) ayant lieu, 1l existe des quantités 
À, À, +, An Qui ne sont pas toutes nulles et telles que 


n 71 + À V2 ne EC nu Àn Vn 0: 
! 


(2) 


| MIE + pr +. + Ann = 0; 


AY + ÀoYo H.s.+ AnYh —=0, 


si l’on différentie ces équations, en combinant chaque équa- 
tion dérivée avec celle qui la suit, par soustraction, on trouve 


À, Yi EU: À5 DOUTE A re Es +0: 


(3) EX + ASH TN OR Da — 0, 


Des équations (2) et (3) on tire 


(4) RECU Dre 


‘} a 


1 Le À mn 


et de ces dernières on conclut 
ee D. 


divisant par À et intégrant, on a 


 — const.; 
J 


appelant alors a, &, ..., a, des constantes, on peut poser 
Àr= air, À = Gr, A à Àn = Gnr, 
d’où l’on conclut, en vertu de (2), 
MY1+ Gr Yat... + An Vn=0. CADAERD, 


S1 Vas Vos -., Jn sont des intégrales d’une équation diffé- 
rentielle linéaire d'ordre 7 ne satisfaisant pas à l'identité (1), 
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ou, ce qui revient au même, telles qu'il n’existe pas entre 
elles de relation linéaire et homogène à coefficients constants, 
nous dirons que ces intégrales forment un système d'inté- 
grales distinctes. (Les Allemands disent un système fonda- 
mental.) 


TuéorëME IV. — Soient y1, Ya, -.., Yn des intégrales 
distinctes de l’équation linéaire sans second membre 


——"— +... +X;:y=o, 


Cjs Care CRUESICONSLOIIES AT OLITAITESS 


VE CP F CVote "T'CnYn 


sera l'intégrale générale de cette équation. 


En effet, ce sera une intégrale, d’après ce que nous avons 
vu; en second lieu, cette intégrale renfermant nr constantes 
arbitraires sera l'intégrale générale, pourvu que les constantes 
Ci, Co, -.., Ch Soient distinctes, c’est-à-dire (p- 11) pourvu 
qu’on puisse les choisir de telle sorte que y, y’, ..., y"! 
puissent être pris égaux à des nombres donnés pour une va- 
leur donnée x, de x: or, si l’on observe que 


JA ——_ C191 be Co Vo +. sc CnŸn: 

V'= Yi + CoYo +... + CnVns 
On voit que l’on ne pourra disposer de ci, Ce, ..., Cn de ma- 
nière à faire prendre à y, y', y”, ... des valeurs données, que 


ES 


si le déterminant Ÿ y, Votre y inest fé enr 


c’est-à-dire que si ÿ41,.Y2s +. ., Jr forment un système d’inté- 
grales distinctes. 


Remarque. — Si l’on pose 


Ui —= A1Y1+ Ho V2 out Lin Vn: 


Ua — Ai V1 + Ao9 Va +... + on Vn: 


CC 
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les fonctions w,, us, . .., Un, dans lesquelles on suppose les & 
constants, formeront un système d’intégrales distinctes si le 


déterminant ÿ ai, Goo, . .., Ann n'est pas nul, car on a 


ane ! STE 0 ” À 
S + uu, ui D VE ra Lans, DE ETC EC 


IIT. — Abaissement des équations linéaires. 


Abaisser une équation différentielle, c’est trouver une 
équation d'ordre moindre, dont l'intégration entraînerait 
celle de l’équation proposée. C’est, si l’on veut, trouver une 
équation d'ordre moindre, telle que les intégrales de l’équa- 
uon proposée se déduisent de celles de la nouvelle équation 
par des opérations relativement simples. 

Nous allons nous occuper de l’abaissement des équations 
linéaires. Pour cela, nous aurons besoin du théorème sui- 
vant : 


Taéorème 1. — L'expression 
Xo 72 —+- X4 1e Cape 0 .. Sn XnY) 


dans laquelle X5, X,, ..., X, désignent des fonctions de 
la variable x; y une fonction de cettevariableet y',7", ... 
y", y" les dérivées de y relatives à x, peut se représenter 
par la notation F(y). St l’on pose alors 


F(y)= Xo7 + Xipa-t +. + Xh y, 
F(y) — nXo y" +(n — 1) Xi, yr—2 ACT CEE VE X n-1Y: 
Fr-1(y)=02.3...nX5y'+1.2.3...(n—1)X1 y, 
EE) ASE TX TS 


on a identiquement, en remplaçant, dans F(y), y par yz, 


? A RU 
lUGAE 3F(y)+ ml F (Y)+...+ ANT Fr(y). 
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Cette proposition se vérifie en observant que 


CL ANRE , ù 
He MR OUR 
En NO UE 0 , 
dn(z3y) n(n—1 
( J — gynr + 3'y" 12 ( CRM 
dx" 150 


nous appellerons dorénavant F'(y), F”(y), ... les dérivées 
symboliques de F(y). 

Avant d'appliquer cette formule à l’abaissement des équa- 
tions linéaires, nous ferons observer que l'équation linéaire 
F(y) = 0, si l’on y change y en £y,, devient 
F?(71) 


Frr1(y1) 
0 Un LD 122, 00 (7-1) 


(1) 


| 


gn—1+,,,+ 3F(y:) =0; 


si alors on choisit y, de telle sorte que 
PTE 0 ou nXoY1 + X1Y1=0, 


d’où l’on tire 


l'équation (1) ne contiendra plus de terme en 3*%-'; si l’on 
peut alors intégrer cette équation, on aura 


et l'équation F(y)= 0 sera elle-même intégrée. 


Taéorëme Îl. — Lorsque l’on connaît une intégrate 
d’une équation différentielle linéaire sans second mem- 
bre, on peut abaisser son ordre d’une unité. 


Considérons en effet l'équation 
(1) (9 = 0 ou Xo7" + X17t +... + Xh7y =0, 


où Às, X4, -.. sont fonctions de x et où y',y', .., y"sont 
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les dérivées successives de la fonction inconnue y de +. Soit 
y une intégrale de cette équation : posons 


D AE 
l'équation (1) deviendra 


ze Fr(y;) zn-1Fa—1(y;) 
MT AR LT 1). 


+ #F(yi1) =0, 
ou, comme F(y,)—o, puisque y, est solution de F(y)—0, 


sn Fr(y:) Fe, gn—1 Fr—1(y:) 


PÉ AT  S NCn et) 
S1 alors on pose 


AN AT, ou Z = A7: 


l'équation précédente deviendra 


-...+ 2 F" (y) = 0. 


un—1 Fz( V1) un—2Fnr—1 ( V1) 
11e (n—1)! 


UP (y:)=0 


et ne sera plus que de l’ordre nr — 1; enfin on aura 
PAZ ou Y = Yi fudr; 


l'intégration de F(7) est donc ramenée à l'intégration d’une 
équation linéaire d'ordre moindre. 


Remarque. — Si l’on avait F'(y,)—0, F"(y:) =0, ..., 
Fi(y;) =o, on pourrait évidemment abaisser l'équation de 
i + 1 unités en posant 3 — ff ..udxi; d’ailleurs l'équation 
(2)admettrait les solutions z— x,z=—2x?, ...,z—xietpar 
suile l'équation proposée admettrait les solutions 


V15 Y1®, MTL MAUrS Dar 


Taéorgme II. — Zorsque l’on connaît 1 solutions de 
l'équation F(y)—=o, entre lesquelles il n'existe pas de re- 
lation linéaire à coefficients constants, on peut abaisser 
l’ordre de cette équation de t unités. 
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En effet, soient y1,Y2, ..., ya des solutions de F(y)—o; 
on abaissera l'équation F(y)=o, en posant y = y, f udx. 
Soit F,_,(u) — 0 l'équation en w d'ordre »7 — 1 : on re de 


la relation 


d y 
34 = fur la suivante u — a 


et par conséquent 


est une solution de F,_,(w)— 0; on abaissera cette équation 


en posant 
uw [var 
ou 
HET di INT 
tr Nr U dx Yi 
et 
NEC ASUS 
(2) MT dr w dm 


sera une solution de l’équation en + que l’on pourra abaisser 
à son tour, et ainsi de suite; mais ceci exige qu'aucune des 
quantités Va, Wa 1, -.. ne soit nulle. Or y, n’est pas nul; 


Si &y était nul, en vertu de (1) serait constant et 1l existe- 
1 


rait entre y, et y, une équalion linéaire et homogène à coef- 
ficients constants. Si v, était nul, en vertu de (2) on aurait 


A nn 
u1 dx Yi 
LAS 
dx y: 


et 


b désignant une constante; par suite, 


J3 = ay: + by 
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et 1l y aurait une relation linéaire et homogène entre y, 


M Marre 


Taéorkme IV. — Supposons que l’on connaisse une in- 
tégrale y de F(y}—=0;"etqu'en posant y —y; fudx on 
la transforme en F,_,(u) —0o, que l’on connaisse une in- 
tégrale u, de F,_,(u)—=0o, et qu'en posant u = u, fvdx on 
la transforme en F,_,(v0)—= 0 et ainsi de suite, on aura 


Mearil'udefhtidrwidri":.", 
en sorte que 


Ÿ1: Jif dx, V1S wi dx S v1dx, 


seront des intégrales de F(y)=o : toutes ces intégrales 
sont distinctes St Vi, Wu, V1, ... ne sont pas nuls. 


La démonstration se fait comme la précédente : appelons 
V5 Y2 V3, +. les intégrales précédentes; si entre y, et y2 il 
y avait une relation homogène à coefficients constants en 
vertu de (1), &, serait nul; de même, si l’on avait, a, b dési- 
gnant des constantes, y3 = &4ÿ2 + by, en vertu de (2) on 
BRU O0 ti. 


IV. — Relations entre les coefficients d'une équation linéaire 
et ses intégrales distinctes. 


Quand on se donne un système d’intégrales distinctes 
d’une équation linéaire, on forme immédiatement son inté- 
grale générale et par suite équation elle-même; ainsi, quand 
on donne un système d’intégrales distinctes, l'équation est 
déterminée ; 1l doit donc exister des relations entre les coef- 
ficients et les intégrales en question : nous allons les faire 


connaitre. 
Taéorëme Î. — Les coefficients de l’équation linéaire 
dry dn—-1y 
(1) RÉ na La A UE 200.) (0 
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peuvent s'exprimer au moyen de n intégrales distinctes y1, 


LÉ CRAT 
En effet, l'intégrale générale est donnée par la formule 
VEUT TCWer.. + CnŸn 


Ci, Cas =. Cr désignant des constantes; l’élimination de ces 
constantes (p. 12) entre cette équation et ses dérivées 


' TEA , : ' 
DEC} ee ET Ch rs 


ne, ele rite MR PUele relr tie eee) nis s'sle sun ee a 


CRAN Ce Vo ii A On Un: 


doit fournir l'équation (1). Or la résultante est 


Fe NET NS OPOEEC EE Di 
(2) 32 J'1 J2 SE 14 0: 
PARP ANA TE DEEE 


Cette équation devant être identique à (1), que l’on peut écrire 
X097+ XAVRT LH. VE XnY ch 

il faudra qu’en appelant @ le déterminant qui figure dans (2) 

on ait 


00 x JON © 00 


(3) dy? A 10 NE LE 


On voit en particulier que, si l’on pose 


| 54 Je J'n ; 
MU A a eau € Ja 
dy? He A J | 
1748 PE RER | 
on aura | 
NHÉTRNRECTr. JA 
dA LA PA EE EU OS 
ERNST Et 
Ji Ja | 
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or on Lire précisément des équations (3) 


Xi MN 06 0e 00: r dé 
Xo ae 0yu 4 % On 


” A dx’ 
on en déduit 


et, par suite, 


Cette formule est due à Liouville. A est le déterminant qui 
s’annule identiquement quand les intégrales y, Yo, ..., Ya 
ne sont pas distinctes. On voit qu'il s’annule aussi quand X, 
passe par zéro, ou plus exactement quand la partie réelle de 


L Pal PES X: k Ü . ? : 
l'intégrale jee dx est infinie et négative. 


V. — Équation adjointe. 


Tuéoreme. — ÆL'tant donnée une équation linéaire sans 
second membre 


(1) Xo77+ Xiyr-1+...+ X,7y = 0, 


dans laquelle y', y”, ..., y" désignent les dérivées de y 
prises par rapport à x et X6, X1, ..., X, des fonctions 
données de x, il existe toujours un multiplicateur M, tel 
que, quelle que soit la valeur attribuée à y, l'expression 


152) MEXSPHPSEEX ENTER ex ny) 


soit la dérivée exacte d’une certaine fonction de x, y et 
CRE the = 
ENT ENS AE VOS 


En effet, d’après ce que l’on a vu (t. IT, p. 215), pour que 
l'expression (2) soit une dérivée, quel que soit y, il faut et il 
suffit que M satisfasse à l'équation différentielle linéaire sans 
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second membre 
: d \ d2 
MX, — ne (MX»-1) + ri (MX»-92)—. °. — O. 


Il en résulte qu’il existe non seulement un, mais une infinité 
de multiplicateurs ; la connaissance de l’un de ces multiplica- 
teurs permettra d’abaisser l’équation proposée d’une unité. 

Multiplions maintenant l’équation en M par ydx et inté- 
grons ; nous aurons 


fra Eux, SRE 1) +. | 


= [MA yXu+ y Xna+P' Ko. 1 


d MX, ! 
d?( MX»-3) d( M Xn-3) Ji A \ (4 
Fed UE oi 4 TORRES 


en différentiant et en supposant que y satisfait à l'équation (1), 


on à 
d(MX»}1) ; ee da 
> [Mx, — Te +. | ps 


Q désignant les termes qui, dans l'équation précédente. ne sont 
8 ju; q P ) 


pas sous le signe f- 


Il résulte de là qu’une solution de l’équation proposée (1) 
peut servir de facteur d’intégrabilité à l’équation du multi- 
plicateur; il y a donc une sorte de réciprocité entre une 
équation linéaire et celle de son multiplicateur. 

S1 l’on parvient à découvrir une solution de l’équation pro- 
posée (1), on aura par cela même une solution de l'équation 
du multiplicateur par les quadratures; celle-ci, à son tour, 
permettra de trouver une solution de l’équation proposée, et 
ainsi de suite; mais on peut être arrêté dans la suite des 
calculs, parce que l’on tombe sur une solution qui n’est pas 
distincte de celles que l’on a déjà. L’équation du multipli- 
cateur s'appelle quelquefois l’adjointe de la proposée. 
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VI. — Détermination des solutions communes à deux équations 
linéaires. 


Lorsque deux équations linéaires 


F(y)=o, G(y)=o, 
dans lesquelles 
F(y) = X07"* = XyyT I A LR De 1m XmY) 
G(y}= Zoyr = Liyret +... 2 Z,y, 


X; et Z; désignant des fonctions données de +, ont des solu- 
tions communes, on peut les trouver comme il suit. Suppo- 
sons 2% > n : On pourra toujours déterminer une fonction Q, 
telle que la différence 


F(y) Q dn-n(G 3 G, 


dam-n 


ne renferme plus la dérivée y”*. Or toute solution commune 
aux équations F —0, G —o annulera F(y) et les dérivées 
de G(y), par suite elle annulera G,; donc les solutions 
communes à F = o et G = o appartiennent à deux équations 
dont les ordres sont moins élevés que ceux de F —0o et G—0o 
et qui sont linéaires; et vice versd, les solutions communes 
à G, = 0 et G — 0 appartiennent à F —0 et G—0o. On pro- 
cédera sur G et G, comme sur F et G, et ainsi de suite. 

Soit G, une fonction déduite de G et G, comme G, l’a été 
Here REC consdéronsalérsuite Cr, Gr, CG, : ..,) Ge 
Si G4 est de la forme Hy, H étant indépendant de y, les 
équations G — 0, F — 0 auront la solution commune y — o 
seulement. Si au contraire on trouve o — Gx, l’équation 
Gy_, — 0 aura pour solutions les solutions communes à F— 0 
et G = 0. 


Toutes les fois que deux équations linéaires ont une 
seule solution commune, cette solution peut s’obtenir par 
des quadratures. 


En effet, cette solution doit appartenir à une équation 
L. — Traite d'Analyse, Y. 9 
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linéaire du premier ordre, et l’on sait que toute équation 
linéaire du premier ordre peut s'intégrer au moyen de simples 
quadratures. 

On peut arriver d’une autre manière aux résultats précé- 
dents. 

Représentons par A(y) l’expression linéaire 


À Ce A dm—-1y 


0 dr 1 daxm-1 UE Amy 
par B(y) l'expression 
dry dn-1y 
B, Ten TR B; Fr Dr 5 on B,7, 


etc., en sorte que À, B, ... seront des symboles opératoires 
sur lesquels nous allons établir quelques théorèmes. 


Tuéorime Î. — Æ'tant données deux expressions sym- 
boliques A(y), B(y) d'ordre m et n respectivement, 1l est 
toujours possible de déterminer des expressions Q,R, telles 
que l’on ait, quel que soit y, 


(1) A(7) = QIB(y)I+ RO), 
Q étant d'ordre m— net R d'ordre n —1. 


En effet, Q[B{y)] est de la forme 


dm y dm 1y 
Go dx 1 dz'i-1 EE 4 En Gny: 

et l’on a 

Go = QoBo, 

dB 

G;=(m—n)Q SP Un QoB1+ Bo Qi, 
S1 l’on égale les quantités G5, G,. ...,G»_» aux coefficients 
À 6, A, -.., Âm_n3 ON AUTa M — N + 1 équations pour déter- 


miner Qo6, Qu, -.., Qm_», et qui seront compatibles, parce 
que B,Zo; sans quoi B(y) ne serait pas d'ordre n; la quan- 
uité A(y)— Q[B(y)] sera alors d’ordre n — 1 : on peut la 


représenter par R(Yy) et le théorème est démontré. 
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À est ce que l’on peut appeler le dividende, B le diviseur, 
Q le quotient et R le reste. 
Lorsque le reste est nul, on a 


A(y)= Q[B(y)l, 


À estalors décomposé en facteurs Q et B; mais, en général, on 
n’a pas Q(B)— B(Q), et les symboles linéaires ne sont pas 
commutatifs. 


THéoneme Il. — Quand deux équations différentielles 
linéaires 
A(y)=0, B(y)=o 


ont une solution commune, elle appartient à une équation 
d'ordre moindre. 


On peut en effet diviser À par B, ce qui donne 
Ar Q(BOIEE REP) : 


si R(y) est nul, toute solution de B(y)—=0o appartient à 
A(y)=0; sinon, toute solution commune à A(y)—=0o et 
B(y) = 0 appartient à R{y)= 0, et toute solution commune 
à R(y)=oet à B(y)= 0 appartientà R(y) = 0. Posant alors 


Bo QROIS RTE 


on est ramené à chercher les solutions communes à Re 
età Ri(y7)=0, s1R;(7) n'est pas nul, et ainsi de suite. 


VII. — Équations linéaires à coefficients constants. 


Quand une équation linéaire a ses coefficients constants, 
on l'intègre très facilement. Considérons l’équation à coeffi- 
cients constants, sans second membre, 


(1) APN TR ne 1) Ce A0 0. 


si l’on y pose y = e*, x désignant une constante, elle devient, 
après la suppression du facteur e#, 


(2) Anat— Anal +,,,+ Àj = 0. 
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Cette équation (2) est ce que l’on appelle l'équation caracté- 
ristique : nous la désignerons par F(4)— 0; elle a n racines, 
et, si ces racines 44, Xe, + +. , 47 SOnt distinctes, ei, e%:%, ..., 
eA* seront autant de solutions de (1); la solution générale 


de (1) sera donc (p. 120) 
3) PAC r CT ÉRIC CRE ET CneAnt, 


D'ailleurs les constantes c;, €», ... sont distinctes, car le 
déterminant des dérivées des fonctions e%%, e%%, ... se 
réduit 1c1, à un facteur exponentiel près, à 


Part IP 1 | 
| (0 41 To SR O An j 
LP) mtt-1 71-— 

| a A … an! 


qui est le produit des différences des quantités 4, 4, ...; 
ainsi, quand les racines de F(4) — o seront distinctes, la for- 
mule (3) représentera l'intégrale générale de (1). Quand des 
racines de F(x) sont égales, notre procédé tombe en défaut; 
il fournit bien des intégrales en aussi grand nombre qu'il y a 
de racines distinctes, mais ces intégrales seules ne peuvent 
pas concourir à former l'intégrale générale. Soit &, une racine 
d'ordre de multipheité z; on a identiquement, en remplaçant 
dans (1) y par e%, 
dnexx dn-1e2x 


Re Dent 0 ODA UPS 


Différentions & — 1 fois de suite par rapport à &, nous aurons 


dr ri—1 eAT di PA —1 eXxx 
car dx! PAT dr 
= [F(a)vi-teur (ri —i1)F(a)ritenx +..,+ Fét(a)exx |; 


si l’on fait alors 4 — «,, le second membre est nul, à cause 
que #, est racine d’ordre z de F(4); 1l doit donc en être de 
même du premier, donc xt !e## est une solution de (1). 1lest 
Clair que g'ettr en CHR RENTE CET SCT UC BdIOTNENLRU GERS 
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lutions, ainsi qu'on l'aurait prouvé en différentiant, une, 
deux, etc. fois au lieu de à — 1 fois. 
Ainsi l'intégrale générale devient 


Y=Ceut(i+ar+bat+...+ kart) + caehr +..., 


a, b,c, ..., k désignant des constantes. 

Quand l'équation caractéristique a des racines imaginaires, 
si ces racines sont conjuguées, on est conduit à introduire des 
termes de la forme 


C: e(p+qv=—1)x te C2 e(p-qv=1)x 


dans l’expression de l'intégrale générale; mais ces termes 
donnent le résultat 


(C1+ Co)erx cosg x ++ W—1(C1— C)erzsingæ: 


or, les constantes C, et C: étant arbitraires, on peut poser 


B 
C1 + Co = A et Ci — Co = —; 
LI 


de cette facon, nos deux racines imaginaires p + q ÿ—à et 


p — qV—1 nous donnent les deux termes réels 
A eP* cosqgæx + Ber*sinqæx. 
Si, d’ailleurs, on pose 
A =pcoshg, B = psing, 


h et p désignant des constantes, l’expression précédente 


deviendra 
pePÆcosq(x — h\, 


; , : : 
que l’on pourrait aussi remplacer par p EP sin q (x — h). Si 
l’équation caractéristique avait 2 £ racines imaginaires égales, 
la solution prendrait la forme 


pePxcosqgæx(i+ ax +bx?+...+ kæi-1) | 
-- p'ePtsingæ(i+ ax + bat +... + K'aot-1) +. 
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Les équations de la forme 
AAC Te byrytr ee Arntaa rs b}r-1ytn-1) AR . + AoY 0, 


dans lesquelles A4, À,, ..., a et b désignant des constantes 
se ramènent à la forme lineaire à coefficients constants, en 
posant ax + b = act, 


ORALE TE y 
LÉ OT SAT TER 


dy 
VAT ES ONA UE —9241 
dt GET. 


mais On peut aussi en trouver des solutions particulières en 
posant y —(ax + b}. On obtient alors une équation ana- 
logue à l’équation caractéristique, donnant en général nr 
valeurs de & distinctes; quand ses racines sont égales, un 
artifice, analogue à celui que nous avons employé plus haut, 
donne la solution. 


14 


Exemples : 1° y"—2y'+y—=o. — L'équation caracté 


ristique est 
22—94+I—=0; 
les racines sont égales entre elles et à 1 ; l'intégrale est donc 
y = Get(r+ax). 
29 ÿlax?— y'x + y —o. — On posera y — xY, on aura, 
en supprimant le facteur x, 


(BI) #ÆI=0 ou = 2 UE N=e0;, 


la solution est 
y = Gr(i+alogzæ). 


En posant x — et, on aurait eu 


2 
D 


HNCTIE dt 


er. 
PATES + et, 


et, par suite, 
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dont la solution trouvée tout à l’heure est 


y = Get(i+ at) 
ou 


y = Gr(i+alogæ). 


Aiïnsi, quand les coefficients de l'équation linéaire sont les 
puissances de + et quand l’équation caractéristique a des 
racines égales, la solution est de la forme 


cæb(i1+ alogæ + blog?x +...). 


VIII. — Équations avec second membre. 


Quand on a la solution générale d’une équation sans 
second membre F(7)= 0, il suffit de connaître une seule 
solution de l’équation avec second membre 


(1) F(y7)= f(x). 


Pour trouver la solution générale de cette équation, si, en 
effet, appelant & la solution connue de(1), onposey =€C+y, 
elle devient 
P(ÉEYi)= 7 (&) 
ou 
F(E)+ F1) = fr); 


mais, € étant solution de (1), on a 


F(&) = f(x), 


et par suite 
HO 0: 


si donc y, est la solution la plus générale de cette équation, 
C+ y, sera la solution générale de (1). 

Toute la question pour la résolution des équations à coef- 
ficients constants se réduira donc à obtenir une solution par- 
tuiculière de l’équation avec second membre. Avant de donner 
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une règle générale pour parvenir au résultat, nous examine- 
rons quelques cas particuliers : 

1° Si le second membre de l'équation linéaire à coefficients 
constants 


(1) ENTRE 


est un polynôme entier, on satisfait ordinairement à cette 
équation par la méthode des coefficients indéterminés en 
posant 
Y=a+br+-cx+..., 

a, b, c. ... désignant des constantes. 

2° S1 f(x) estédefla forme e% Nonpessayera laltonme 
y = get?, g désignant une constante. 

39 Si f(x) est une somme de sinus et de cosinus, on 
essayera la forme 


y = Aicosæ + A, cos2% +...+ B;sinx+ B:sin2æ..., 
A4, B,, ... désignant des coefficients constants et ainsi de 


suite. 


2 
Exemples : 1° _— —Y =X 


2 


. — La solution de l'équation 
sans second membre est 
Ciex + Get; 


essayons de satisfaire à l'équation avec second membre et 


posons 
y =a+bx + cx?, 


yLEMb = DCe 


Vin 20; 
l’équation deviendra 
2C0—a—bx— cr? = x? 
On ysatisfait en posante — — 1, b —0,a = 2c— — 2; donc 
= —a— 9 + Cer + Gex 


est la solution générale de l’équation proposée. 
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2° = —-y — e*. — On essayera d’y satisfaire en posant 


dx? 


y = met; mais alors on trouve o — ex, La règle que nous 


avons donnée tombe en défaut; mais, si l’on résout d’abord 


l'équation 


on est conduit à poser y — me*; on a alors 


ll 


J"= muelx CE MU MEN, m = Ter Ù 
SAR 
. ebx . : 
et par suite y — Par est une solution; la solution la plus 
générale est 
Ciexz + Cre-T + E 
= e JC _ - 
ou 
/ EUX — ex 
y={Ci+ : s)er+ Ge-s+ = = 
- m2— 1 u2— 1 
I 
En posant C, + — = A,ona 
eh —'er 
J = Aer + Ce-r + —— 
U?— 1 


Faisons tendre u vers 1; en laissant A constant, nous aurons, 


pour u — 1, la solution de l’équation proposée 


SAT 
J = Aer + Ce-x + 


3° y'+ y —xet. — La solution de l'équation sans second 


membre y'+y—o dépend de l'équation caractéristique 


a?2+1—0o; d’où l’on üre 


LV I 
et, par suite, | 
y = Acosz +B sinx. 


On essayera pour l'équation avec second membre la solution 


Y=ex(arx +); 
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on aura 
y'=er(az+b)+eta, J'=ex(ax+b+a)+eta, 
et, par suite, l'équation proposée donnera 
eX(2ax +2b+2a)—=xer, 


ou, en identifiant, 


S 
[ 
| 

19|—= 


DA 24 + 20 = 0, NES 


la solution cherchée est donc 


y" eZ(æ—1)+ A cosx + B sinx. 
2 
IX. — Méthode de la variation des constantes. 


Lorsque l’on veut intégrer une équation ou un système 
d'équations, il y a souvent avantage à négliger certains 
termes : on obtient ainsi de nouvelles équations plus faciles 
à intégrer. Les solutions de ces nouvelles équations con- 
uennent des constantes arbitraires, et, en remplaçant ces 
constantes par des fonctions indéterminées de la variable, on 
essaye de satisfaire aux équations proposées en déterminant 
convenablement ces constantes devenues variables. Cette 
méthode est due à Lagrange. 

La méthode précédente, dite de la variation des con- 
stantes, s'applique avec succès à la recherche d’une solution 
d’équation linéaire avec second membre, quand on connaît 
l'intégrale générale de l'équation privée de son second membre. 

Considérons l’équation linéaire 


(1) XhYT Dir Xn-177"1 +. . 7 Xo7 — P 


où X5, X4, ... désignent des fonctions quelconques de la 
variable æ et où y, y/, ... désignent la fonction inconnue 
et ses dérivées, et soit, en désignant par C4, Co, ..., Cn des 
constantes, 


(2) = CYi+C2Va+...+ CnYn = È CiVi 
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l’intégrale générale de l’équation sans second membre 
(3) Xnyt+ Xniyrl +... + Xoy = 0. 


Nous pouvons essayer de satisfaire à (1) en remplaçant y par 
son expression (2), mais en substituant à C4, Co, ..., Cn des 
foncuons de æ convenablement choisies. Nous les détermi- 
nerons en posant tout d’abord 


/ SPA nee SPA ar ee SN AE 
(4) 2 CNT —10, DC VE 0: dé CI 0; 


les accents indiquant comme plus haut des dérivées relatives 
à æ. Ces ñn — 1 équations ne déterminent pas complètement 
les quantités c qui sont au nombre de x, mais elles simpli- 
fient l'expression des dérivées de la valeur de y tirée de (2); 
en effet, en différentiant cette formule, on a 


Re CHANT ECM EEE CITE 
( NE Ci VAS DCEVAL. 
S1 l’on porte ces valeurs dans (1), on trouve 

E CXn7 + Xn1 1 +... + Xoÿi) + E Xncy} 1 =P; 
mais, y: étant solution de (3), cette formule se réduit à 


X,Ecy#1= P 
[4 
ou, en posant — f(x); 
I 


Cyr (ze); 
cette formule jointe à (4) achèvera de déterminer les fonc- 


=. ! ! ! 
LIONS CC}; Cos +.) C 


x» et de simples quadratures feront con- 


TAILLE CRC AC 
En résumé, pour intégrer l’équation avec second membre, 
il faudra prendre 


(2) Y = E CGiYi; 
les quantités C4, C», ..., Cx étant données par les formules 


! at SNA es SA nr CE Die 
ZAC; VI=0, 200; ane 2C;Y; 0, 


(6) 


Mie E 
Ec;yi!= f(x), AGE 
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Cauchy a présenté cette solution sous diverses formes que 
nous allons faire connaître. Et d’abord, en remplaçant, dans 
(2), Ci, Ce, -.. par leurs valeurs tirées de (6), ona 


x 
YF = dr: Î C} dx 


e ro 


. , Ate ! Q ! 
ou, si l’on désigne par y; ce que devient c; quand on y rem- 


re [ y da. 


La limite inférieure x, de l'intégrale est d’ailleurs arbitraire et 


place x par 3, 


y s’annule pour + = #,; en vertu de (5), on aura d’ailleurs 


DEDU) y: À dz, 


pour les valeurs entières de l’indice £ moindres que n, et l’on 
voit que les »2 —1 premières dérivées de y s’annuleront 
encore pour æ = #9. Or, pour obtenir y;, il suffira dans (6) 
de remplacer x par 3 : la valeur obtenue pour c: sera préci- 


sément Y;; on peut donc dire que Dire Yi est la valeur de 

y = %(3, x), obtenue en posant y D Ce et en détermi- 

nant les constantes c de manière que, pour æ — 3, on ait 
Zero, DRE TIR De, D'CPFANET ER 


c’est-à-dire de manière que la solution de l'équation sans 
second membre satisfasse aux relations 


LES, MYLE ON ORNE 0, PET CE) CORRE 


En appelant (3, x) cette valeur, on a donc, pour la solution 


de l'équation (1), 
= [ ya): 


ou, ce qui revient au même, 


€ 
HE (To; æ)dTo. 
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On arrive ainsi au théorème suivant : 
Pour intégrer l'équation (1), déterminons les constantes 


de la solution Éc;y; de l’équation privée de son second 
membre, de telle sorte que, pour x = x, on ait 


Tee 0; J'=0, WE CE: J'TE 0 JM I = f (Lo). 


Soito(x,,x)lavaleur de y que l’on en déduit : la formule 


x 
(7) 4 2 it © (To; æ)dTry 

“0 
sera l’intégrale de l'équation (1) qui s’annule, ainst que 


ses n —1 premières dérivées, pour x = Xy. 


On peut vérifier cette conclusion en observant que, pour 


T — Lo, On à » 


à 


do { d'o 
ARS TAN ENT 0 (<< 0 RE 
RE | LENS dx? ) HAE DE 


\ 


en différentiant alors la formule (5), on a 


à 
Ps À 
Ti — OUT) OT OCT, 0). 
r'= [ Tete dr + (2, 2) 
Oro quebquersoiti zx, donc o{fx, T}—0, êt 


l’on a 


ET 
= | 7 220, æ) dxo, 
XL 


TL 
2 


d? : 
Fe. pee (To, T)dro, 


L 
dr di-1v0(%0, & 
LE —— 0(To, T)dXo- ARITSS © 
2 x dx" ? dx LT 


Si l’on observe alors que la dérivée (n — 1})""° de 0(x,, x) 
our æ, — x est f(x), et si l’on porte les valeurs précédentes 

P 0 ) F F 

de y, y’, ... dans (1), cette équation se trouve satisfaite. 
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AppLicATION. -— On propose d'intégrer l'équation 


| eu 


1 2 se 
Von vi 


re 


1° Par la méthode de Lagrange. — On intègre l'équation 


privée de son second membre, et l’on trouve 


Y = C1COS NT + CSINNT; 


on pose ensuite 
CACOS DT 4 C0, SID DD E0; 


— AC) SINNT + NCo COSNT— —) 
3 PE 
1 A ? 8 
d’où l’on ture 
sin 2 æ , 
CG=— |] ——— dx 
nx 
COSTÈTE 
Ca = —— dx; 
à n x 


ar suite. en désignant par G, et GC; deux constantes 
Ï ? O Ï ? 


y = Gcosnx + CG sinnxr 


Cosn x sin nT SInnT COSAT 
RE" iles dx. 
æ LE z 


Iù 


On pourrait se dispenser d'écrire les deux premiers termes, en 
supposant les intégrales accompagnées de leurs constantes 


arbitraires. 


2° Par la méthode de Cauchy.— On déterminera C, et C; 
de telle sorteque; pour x = #00 4110 me ;30rona 
40 


y =  Gcosnx+Gsinnx, 
Ÿ' ie Cin siNnT + Con COST ; 


donc on posera 
0 — Ccosn ro + Csinnto, 


I } 
= Ci 7 SIN PO 0e COS TZ 
1 0 2 0 
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On en déduira 


snnTo COSA To 
nr) nTo 
br . 
COS To . sin 20 
1 ——— sNnngT— — cosnær |dto, 
+ £a DEAN n To 
0 


et cette solution s’annule ainsi que sa dérivée pour x = +4. 


X. — Théorie de Cauchy. 


Cauchy a fait connaître une formule qui donne explicite- 
ment la solution d’une équation linéaire à coefficients con- 
stants; nous pouvons représenter l'équation 


An CAS, 


dans laquelle À,,..., À, sont constants, par la notation 
JR+ Aya +... A,y = f(x) 

comme plus haut, ou symboliquement par 

(LA F(y)= f(x), 


en ayant soin de considérer dans le polynôme F(y) les expo- 
sants comme des indices de dérivation. Intégrons d’abord 


(2) F(Y)= 0, 


el pour cela posons y = e%, l'équation caractéristique pren- 
dra la forme 


(3) FGa)=0; 


F(x) désignant ce que devient F(y) quand on remplace y 
par œ, mais les indices par de véritables exposants. On a alors 


Es ÿ CEUX, 


2; désignant une racine de F(4)— 0; or cette valeur dé y 


144 CHAPITRE III. 


peut s’écrire 


2(3) étant un polynôme entier arbitraire ou, ce qui revient 


A 
au même, 


Occupons-nous de l’équation avec second membre : à cet effet, 
faisons varier les constantes; nous aurons 


TRS ! : L , j 
> che — 0, ù C;aeXX — 0, Ur. > cyan—leux — f(x), 


d’où l’on conclut facilement c;etit. À cet eflet, on posera 


== À0 me 113 + Race .+zn-1; 


on multüpliera la première équation par À,, la seconde par 
À, -.., et l’on ajoutera : on aura 


RES ! | 
deux | © 2] = (x), ou c'etitF'(a;)= f(x). 
AIM) SU; 
ou 
c,edix — MG 
F'(@œ;) 


par suite 


FOIE L"S 
OULEÉRNCOIE 


u= [Abe sta, 
L ki F’ ( 45) 2 


on a donc 


DT De REX pe. ) et: &TW) A 
sd (ar) 


e/ To 


ce que l’on peut écrire dans le cas où l’équation caractéris- 
tique n’a pas de racines multiples 


D cieux = f If ME 
j CAGE F(z) 
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Je dis maintenant que la solution la plus générale de la 
question est 


Pate Er FfGee-tap 
HOT F(2) 

lors même que l’équation caractéristique aurait des racines 

multiples. En effet, il est facile de constater directement que 

l'expression précédente contient le nombre voulu de con- 

stantes arbitraires ; si l’on suppose, en effet, que « soit racine 


o(2) 


d'ordre de multiplicité m de F(x), le résidu de ES eïx relauif 
à cette racine sera, en posant F(3)=— 0(z3)(z — a)”, 
dam-—1 6(a) 1.2.3...(Mm—1) 


el cette expression contient, comme l’on voit, o(x)etses m —1 
premières dérivées, qui sont autant de constantes arbitraires. 


XI. — Recherches de M. Fuchs. 


Pendant longtemps on n'a possédé sur les équations 
linéaires que les notions exposées précédemment; mais 
M. Fuchs, ayant eu l’idée d'appliquer les méthodes de Cauchy 
à l’étude des solutions des équations linéaires, a ouvert un 
champ très vaste à l'étude des géomètres ; on peut reconnaître 
aujourd’hui si une équation linéaire a des intégrales ration- 
nelles, algébriques, etc., et l’on peut, dans un grand nombre 
de cas, trouver ces solutions. 

Nous ne pourrons, dans ce Chapitre, exposer que les tra- 
vaux, les plus simples et en quelque sorte fondamentaux, qui 
ont été entrepris sur les équations linéaires. On a fait pour ces 
équations une étude analogue à celle qui a été entreprise pour 
les équations de la forme 


L. — Traité d'Analyse, V. 10 
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où f(x) est une fonction algébrique, quand on a édifié la 
théorie des fonctions abéliennes, et l’on comprend que leurs 
intégrales constituent des transcendantes nouvelles irréduc- 
tibles à celles que l’on a étudiées auparavant. 

Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, que des 
équations linéaires sans second membre, puisque les autres 
se ramènent à celles-ci au moyen de quadratures. 


Soit donc 
dn y dn1 y dn—2y | 
(a ) dx’ P1 daxn- 1 Er P: dx'—2 HN 7 as PrY — 0 


une équation linéaire sans second membre, dans laquelle 
nous supposons le coefficient de la dérivée d’ordre le plus 
élevé égal à l’unité; p:, pe, ..., pr sont des fonctions don- 
nées de la variable x supposées monodromes. 

Pour calculer les intégrales de (1), on peut la remplacer 
par le système suivant d'équations du premier ordre 


te Dr VIRE Da TRE REED VE 0! 


SPRINT 
(2) dx AU 


dans lequel y, 7”, ..., 7-1 désignent les dérivées succes- 
sives de y. Faisons varier + à partir d’une valeur initiale x, 
et soient Yo; Vos --- Yo | des valeurs correspondantes 
arbitraires attribuées à y, y, ..., 7271. D’après un théorème 
connu, démontré (t. IIT, p. 125), les fonctions y, y, y”, ..…. 
seront développables par la formule de Maclaurin suivant les 
puissances ascendantes de æ — +5, et le rayon de conver- 


gence R de la série sera donné par la formule connue 


sin 
(3) RS OR Mr ), 


# 


où À est le plus petit des modules de (x — x5), (Y — Yo). 
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(y!— y), ... pour lesquels p, y") pig... + p, 
cesserait d’être synectique, et où M est le module maximum 


de cette fonction quand x, y, y’, y/, ... se meuvent dans 


des cercles de rayons À ayant leurs centres respectivement 
ED 203 Vo Pos Po - - , cette fonction p;##/-P... ne pou- 
vant évidemment cesser d’être synectiqué qu’en un point cri- 
tique de l’une des fonctions p,, ps, ...; À ne sera autre chose 
que la distance du point +, au point critique de l’une des 
fonctions p,, px, .... Les points critiques des fonctions p 
sont ce que l’on appelle les points singuliers de l’équa- 
tion (1). 

Si dans la formule (3) on suppose que M ait une valeur 
positive finie, R a toujours une valeur finie, en sorte que y 
exisle et reste synectique autour de tout point qui n'est pas 
infiniment voisin d’un point singulier. 

Soit maintenant & un point singulier de l’équation, c’est- 
à-dire un point critique de l’une des fonctions p,, pa, ..., Pn 
Faisons tourner le point + autour de ce point & : soit y4, 
Vas -..,Yhunsystème d’intégrales distinctes; lorsque le pointæ 
aura achevé sa révolution et sera revenu au point de départ, 
les fonctions y, Yo, .+ , Vn Se seront transformées en 
d’autres y,, Y,, -.., Y, (qui pourront n'être pas toutes 
différentes de y1,Y2, ..., Ya) et, comme les nouvelles valeurs 
en question sont toujours des intégrales de l’équation (1), on 


aura 
! 1 ; 
Vi = air MoYae To. Finn 
! F t È 
Vo —= Lai Vi — Lo Pa TT... — Xon Van 
(LEE : 
nn — EmViT {nVeT. 7 Ann Vn: 


Ly1: Li» + - > Enn désignant des constantes. 
Il est facile de voir que les intégrales y, Ya, ...,ynrestent 


. . L ! ! 
distinctes quandellessesonttransforméeseny,,y,,...,y,. 
En effet, on a vu (p. 127) que le déterminant 


TR pe ! 1} ee 
EN Ver Vas ne 
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était donné par la formule de Liouville 
A = efpidx ; 
or, P, étant monodrome, f p, dx est de la forme 
log(æ—a)t+V(x), 


et À de la forme (æ—a)*4(x), Ü(x) étant monodrome; 
donc A se reproduit multiplié par un facteur qui n’est pas 
nul, après une rotation de x autour de @; s’il n’était pas nul 


avant la rotation, 1l ne sera pas nul après. 
CONRAD) 


XII. — Équation fondamentale. 


Tuéorkme. — On peut toujours trouver un système c1, 
Co, -.., Cn de constantes telles, que la valeur de y 


(5) re C1Y1 + Co V2 Aa er CnJ n 


se transforme en une autre y' liée à y par une équation 
de la forme 

(6) J'= Je, 

(Q) désignant une constante, après une rotation de x autour 


du point singulier a. 


En effet, quand x a effectué une rotation autour de @a, y,, 
Vars: Pr SeS0nt Changes en, Vois er eLLON NN 


! ? l / 1 ! 
Vs = 11 EE MoVe +... Ain Vin) 


us = A21V1 + Lo9Va +... + don Vn; 
on a en outre, au lieu de l'équation (0e 
LA —= C1Y1 —- Ca Vo Dr 6 OU Ch Yn 


ou, en vertu des équations précédentes, 


V'= Vi C1 + Don Co +...) + Va(%o C1 + Mo Co +...) +... 
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pour que l’on ait y'= w y, il suffit de déterminer c,, C», ..., 


w au moyen des équations 


(A1—W)Ci+ Lo1Co + .. + AmCn = 0, 


2 C1 + (A9 7 U) )C? no Cm O0; 

(29 

| HR ne ea 2 I DONNE K 
| Un C1 + Lan Co ee + (Ann — W}Cn = 0. 

L’élimination des c donne l’équation 


(8) O0; 


dans laquelle 


A1 — W L21 .. An1 
0 12 Lao TL, 20 An2 
| Ain an se. Ann = 


Cette équation est l’équation fondamentale, Q est la fonc- 
tion fondamentale. Lorsque l’on aura résolu l'équation Q — 0 
qui est de degré », on en déduira n valeurs de w et nr systèmes 
de valeurs correspondantes pour les constantes c; n intégrales 
jouiront alors de la propriété exprimée par l'équation (6). 11 
convient maintenant de soumettre l’équation Q — o à une 
discussion approfondie. 


L'équation Q — 0 n’a ni racine nulle ni racine infinte. 


En effet, le coefficient de w”* est (— 1}*; quant au terme 
indépendant de w dans Q, il est égal au déterminant 


ar 
2 EE A1 22 . . . Ann) 


qui, on l’a vu(p. 121), n’est pas nul. Mais l'équation en ques- 
tion peut avoir des racines multiples. 


Les racines de l’équation Q — 0, et par suite les coefjt- 
cients de cette équation, sont des invartants; ils ne dépen- 
dent pas du choix que l’on a fait du système d’intégrales 


HTC ES PA: D'avr-mrealhe 


190 CHAPITRE III. 
Q est, en effet, le déterminant des fonctions linéaires 


(di1— © )V1 + Loi Vo +... An1Vns 
Uoo J'4 + (Ur — W) Va es + An2Vn) 


si aux variables y, Yo, ..., y on en substitue d’autres 2, 
32,..++, Zn, fonctions linéaires et homogènes de celles-ci, 
la nouvelle valeur de Q sera égale à l’ancienne, à un facteur 
près, ce qui démontre la proposition énoncée. 


Supposons maintenant que l’équation À — 0 ait toutes 
ses racines distinctes : appelons-les w,, 52, ...,0,,0n aura 
alors n intégrales Yys Vas +-.3 Vas donnant lieu GudEs 
équations 


Yi = %1Y1; Ja = WYs; +.) Jun = ®nÿn; 
ces intégrales seront distinctes. 
En effet, s’il existait entre les y une relation de la forme 
A Vi + AVa+... + AnVn =, 


di, @, ... désignant des constantes, en faisant tourner le 
point + autour du point singulier, on aurait successivement 


01 Vi + AW Vo +—...+ AnOnVn = O0, 


AW Vi + AW Vo +... + AnDÉVn = O0, 


I f À I 
(On Wa On 
= O, 
RTS D TRERS A} 


ce qui ne saurait avoir lieu si Q — o n’a pas de racines égales. 


Maintenant posons w, — e?%V 1; on aura 
Va — ÿi e2ñ V1, 


ee ce , 
et, si l’on considère la fonction y,(x — a)-k, elle se changera 
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par une rotation du point + autour du point singulier & en 
elle-même ; cette fonction est donc monodrome, et, en la dési- 
gnant par ©,, On aura 


Yi= (Tr — a); 


les intégrales de l’équation (1) peuvent donc se mettre, 
dans le voisinage du point a, sous les formes 


gi(x — ah, pa(x — a), ET Pn(æ— ar; 


ces intégrales sont distinctes et ©,,%2, ..., ©, sont mono- 
dromes autour du point a. 


XIII. — Cas où l'équation fondamentale a des racines égales. 


On a vu (p. 8) que les intégrales des équations différen- 
uelles sont des fonctions continues des paramètres contenus 
dans ces équations et que ces fonctions ont des dérivées bien 
déterminées, sauf en des points singuliers. 

Imaginons que les coefficients de l’équation (1) renferment 
des paramètres variables, et que l’équation Q — o ait toutes 
ses racines inégales pour des valeurs quelconques de ces 
paramètres, mais que w, devienne racine multiple de Q — 0, 
pour des valeurs particulières de ces paramètres. 

Les paramètres étant quelconques, l’équation (1) aura nr 
intégrales distinctes qui, dans le voisinage de à, seront de la 
forme 

(x —a)ño:, (x — a)f190, 
Faisons varier les paramètres de manière que w, tende vers w, 
et, par suite, X, vers X, : on pourra remplacer l'intégrale 
(x — a): 0, par la suivante 


(æ— aps —(x— a)My: A(æ—a)ho; 


Ko SRE ki U Ak: ; 


la limite de cette expression est 


0 
Sr De NN 
mr el 
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l'intégrale qui disparaît par l'hypothèse 4, — k, se trouve 
alors remplacée par l’expression précédente, ou 


CE k; Utd loc = 
(x — à) A plog(z —a)|. 


S1 trois valeurs de £ devenaient égales à £,, on adjoindrait 
aux deux intégrales 
RS k \E do: 
DT ) ELA 0)" lee o1log(x — a) 
, | 
la suivante 
DEA EN TALT 
HR RE 
NA 
ou 


VA 921 : 21 Ni ] 2 f . 
(æ— a)" SE 7 LA A og2(xæ—a)l|; 
1 Le 


et ainsi de suite, Il résulte de là que : 


Dans le voisinage du point singulier a, pour lequel 
racines de Q — 0 sont égales, on a |}: intégrales distinctes 
de l’équation (1) qui sont de la forme 


(x — a)k[ po + vilog(x — a)+...—+ vulogt(z — a)], 
%0 1, --. désignant des fonctions monodromes en «. 
Remarque. — Si Péquation (1) a une intégrale de la forme 
(æ—a)#[po+wlog(r—a)+oplog(x—a)+...+oulog#(x—a)], 


%o, 21, - -. étant monodromes en 4, elle a aussi pour intégrale 
ou(x— a)*, car a est alors un point singulier et elle a une 
intégrale de la forme #(x — a)", et, comme l’équation Q — a 
a une racine d'ordre 4, il y aura une solution de la forme ci- 
dessus dans laquelle 6, sera égal à ©. 


XIV. — Démonstration d’un lemme. 


Soient o6,1 :.., @ij, .-. des fonctions de x qui n'ont pas 
le point a pour point crilique, C1, C+, ... des constantes, 
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Ki, K, ... des exposants dont les différences ne sont ni 
nulles nt entières, la formule suivante ne saurait avoir 
lieu, quel que soit x, 


Ci (æ a a y" [ Doi Dire 11 log(x = d)-+. STE Po log*(x == a)| 
+ | + C2 (&— a )iT pos + pie log(x — a) +...+ ppa logf(x — a)] 
+ CRT — a rT 007 + virlog(æ—a)+...+ 09,2 logY(x--a)] — o. 

En effet, faisons tourner le point æ A fois autour du 
point a; après chaque révolution, l'équation précédente sera 
encore satisfaite, et, si les constantes c ne sont pas toutes 
nulles, il faudra que le déterminant de leurs coefficients dans 
les équations dans lesquelles se transformera l'équation 
précédente soit nul;or, à un facteur près de la forme(x — a), 
ce déterminant est un polynôme entier en log(x — a) dont 
les coefficients sont finis pour x = a, et dont le coefficient 
de la plus haute puissance de log(x — a) n’est pas nul : le 


déterminant en question ne saurait donc être nul et la for- 


mule (a) ne saurait être identique. 
CHOEUR: 


XV. — Intégrales régulières. 


Une intégrale régulière en & est une intégrale de la forme 


C1(T — a )iT poi + puilog(x — a) + viyslog?(r — a)+...] 


+ CT — a }[ 00 + D19 log(T — a) + parlog?(x — a) +...) 


dans laquelle c,, c,, . .. sont des constantes et ©5,, ©, 
des fonctions monodromes qui n’ont pas le point & pour point 
essentiel; on peut alors supposer les exposants #,, ko, ..., 
tels que les fonctions ©,4, ©,,, ... ne soient pas infinies pour 
x = aet, par suite, que le point & ne soit même pas pour elles 
un point critique. 

Nous dirons qu’une intégrale est régulière pour le point à 


À : 1 
lPinfini, quand, en y remplaçant x par = elle est pour le 
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point o régulière par rapport à l'équation transformée obtenue 


I 
en remplacant dans la proposée x par - : 
L'intégrale 
(æ— a)[ 90 + milog(x — a)—+...], 


dans laquelle w5, w,, ... ne sont plus infinis, ni tous nuls 
pour + — à, est dite appartenir à l’exposant k. Nous suppo- 
serons dans la suite que les coefficients p,, p», ... de l’équa- 
uon différentielle n’ont pas de points essentiels et qu'ils 
sont monodromes : leurs seuls points critiques seront donc 
des pôles, c’est-à-dire des infinis d’ordre entier et fini au 


point a; on aura donc 
P; 


Fe (æ Æ HP 


Pi 


P; désignant une fonction monodrome, monogène, finie et 
continue dans le voisinage de a, et différente de zéro pour 
x = à, et a; désignant un exposant entier et positif. 

Nous allons maintenant chercher la condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une équation linéaire ait ses intégrales 
régulières. 

En premier lieu, l’équation 


dy 
ps P19 
a pour intégrale 
= efpidx : 
si l’on met p, sous la forme 
A B 
P1i= -...+0(æ— a), 


æ—a (x—a) 


0 ne devenant plus infini pour æ — a, on voit que y est de la 


forme 
B 


7 =Y(æ)(æ—añe mn", 


Ÿ(æ) désignant une fonction synectique en a. Cette intégrale 


La °< . P , 0 
sera régulière si p, est de la forme ; . P, étant fini pour 


ZX — €. 


Qt 
Qt 
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En général, soit 


dr y dn—1y 
dx" du 


est Pn} =0O 


dxi- 


une équation qui ait ses intégrales régulières en &; Pi, 
P2, +-. élant censés monodromes en & et.-sans points essen- 
tiels. S1 elle admet les intégrales y4, V2, .., Yn, On aura, 
en dénotant les dérivées à la manière de Lagrange, 


fau y 0 2 Cal TT PnŸ1i=O; 
Va Die LE... Dhfa—0, 


PHARE RRE VE ER PRE TRE 
— Pi | e Des ANS ee A LEA 
VE Er ns NOIRS SU TOR 
(1) ( ; 
Te Ji Ji 
Fa Ne LS MERE NE 


Les déterminants qui servent de numérateur et de dénomina- 
teur à p; sont multipliés par des constantes quand + tourne 
autour du point &; car cette rotation produit sur les variables 
PE I DL Me Vs Van eo Mis Juste Une SUb- 
stitution linéaire; les déterminants en question sont donc de 
la forme (x — a)Hd(x) et (x — a)md,(x), (x) et L,(x) 
désignant des fonctions monodromes sans points essentiels 
en & et, par conséquent, si l’on veut, ne devenant pas infi- 
nies pour æ — 4. 
Mais les fonctions y,, y2, -.. sont de la forme 


Yi=(x—a)hilpor+ pulog(r—a)+.:.]; 


si on les substitue dans les déterminants qui figurent dans 
l'expression (1) de p;, les termes logarithmiques doivent dis- 
paraître; on peut donc en faire abstraction en estimant l’ordre 
infinitésimal de p;; à ce point de vue, on voit que le numé- 
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rateur et le dénominateur de p; ne différant que par une 
colonne, p; sera d’ordre #, et, par suite, on aura 


P Î 


(æ— a 


pie 


P; désignant une fonction qui ne devient pas infinie pour 
De A DIE 


Une équation linéaire qui a toutes ses intégrales régu- 
lières en a est de la forme 


nm n—1 n—2 

(2) dr y À my Fa MP P; 4 HER Pr Ne 
dæ®n xm—adzt1 (x—a} dx"? (æ— a)! 

P,, P:, ..., P, désignant des fonctions pour lesquelles 


le point a n’est pas critique. 


XVI. — Équations dont les intégrales sont régulières. 


Considérons l'équation 
I 


dny F dn-1y P; dn—2y | les ". 
(5 Aer 20 5 Jar DU TETE 


dans laquelle P,, P,, ... sont monodromes et monogènes 
autour de l’origine; nous allons voir que, si l’origine n’est 
pas un point critique pour ces fonctions, l'équation (1) a : 
toutes ses intégrales régulières à l’origine. 


Soient 
Ps = Oo + bu T + bag? + .., 
65) | Po = 09e + Dia © + Ds x 
Posons 
(3) V—= Co + Ci DAFLEE CS DATI, 


et, sans nous inquiéter pour le moment de la question de 
convergence, essayons de satisfaire à (1) en déterminant 
convenablement c©5, ci, C2, ... et &. En portant dans (1) à 
la place de P,, P,, ... et de y leurs valeurs (2), (3), on a, 
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en faisant usage de la notation A* pour désigner le produit 
m(m—i)...(m—n+:1), 


7; 4 Co TA + Age CLTEMCER EE Are CODE Lcd unie DE A 


b 
+ (AZ! CoTA- ni DATES CmETN ER (+ Eu bare +...) 


9 \ ‘D 9 b 2 À 
+ (ART c 0 TXT n+2 + AMF QT n+1 LE, at RE ANA tree ) 
£ #85 T 
 .. De TETE MR RE ON PEN RE SET ETAT RE ET EE —= O; 
en divisant par æ*-2, on peut encore écrire 
AP Co + A7, 101% + AfeC2T +... 

| le n— T1—= ! 1 2 
df) + (A7 —+ À Ce —+ À Cote SRE .…)(bn + 6uT+baa2+...) 
| + (AS Che AE iuT+ AMC Tr 1) be bi2T+b22x2 +...) 

ar eu en AU led loue 2 —= O0. 


| En égalant les coefficients des diverses puissances de x à O, 
| on a 


(5) co (A + Le At by, Amp NU $ 0 


ces équations (5) sont linéaires et homogènes en Co, C3, Co, ...; 
la première contient c4, la seconde contient ce, et Cr SU 
vante Co; Ci, C», .... S1 donc on veut que Co, Ci, C», ... ne 


soient pas nuls, il faudra déterminer # au moyen de l’équation 
(6) AP + Abo +... + Don = 0, 


laquelle est de degré x et fournit » valeurs de 4, égales ou 
inégales; ces valeurs ne sont pas infinies, puisque le coeffi- 
cient de &* est égal à un. Si l’on choisit c, arbitrairement, 


—; —; --. seront alors déterminés de proche en proche par 


les équations (5). 

Il faut remarquer que le coefficient de c, dans la seconde 
équation (5) se déduit du premier membre de (6), en chan- 
geantæ en +1, ...,en sorte que les équations (5) seront 
compatibles si, & étant racine de (0) a Er; x 2. . pe 
sont pas racines de celte équation. Nous le supposerons. 
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Alors C5, C1, --. pourront être déterminés de manière que 
la valeur (3) de y satisfasse à l'équation (1). Mais nos con- 
clusions supposent essentiellement la série (3) convergente : 
nous allons voir qu’elle l’est effectivement pour des valeurs 
suffisamment petites du module de x. 

Remplaçons dans P,, P,, ... les coefficients de x, x?, 
x, ... par leur module maximum B pris en signe contraire; 
les modules de c4 ? €, : C2 : -.. ne pourront que croître (le 
module maximum B ne sera d’ailleurs pas infini, car on peut 
toujours supposer les rayons de convergence des séries P,, 
P,, ... plus grands que 1; s'ils ne l’étaient pas, un simple 
changement de x en Lx amènerait cette circonstance, et l’on 
raisonnerait sur l'équation ainsi transformée); les équations 
(4) sont alors remplacées par les suivantes, où l’on peut sup- 
poser modæx <Z 1, 


n An n 
a Co + Ag À 439 Co W? Sen 


+ | —1 —1 Be 
PALAS LL RAS Gree Ainiore +...)( bn — ) 


Si l’on multiplie par 1 — x, cette équation devient 


(AP Se APN di . PTE) 
AS CAPTER re brie B + box) 
n—1 


At) L Be Auto Ce bien to 
EME TO DC NON ES DR AD GO Loue Do cour CE DE = O ;: 


en identifiant, on a 


n—1 


_9 
Cp+1 (ASE + Do1 Aa. rue + Vos A+p Fes ee) 


= RU 4 B - nes M? Apt +B+ Re AG+p-1 260 
et, si l’on pose 


TN APR ATV Le Die A PTE 
Eee AE SENS 
On a 
CpHf(a+p)= cp[f(a + p—1) + BF(a+p—1)]; 
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on en tire 
JU p 1) BE(XE pi) 
Cp VAE ST 


Or f(4) et F(x) sont des polynômes de degrés nr et ñn +1; 
quand leurs arguments & - p et « + p — 1 deviennent infinis, 
“PH tend vers l’unité : la série dans laquelle se développe y 
Cp 
quand on a changé æ en Lx a donc pour rayon de conver- 
gence une ligne au moins égale à l’unité. L’équation (1) 
admet donc une intégrale régulière à l’origine. Si f(a)—0 à 
des racines à différences entières, 1l faudra que « soit la plus 
grande de ces racines, afin que f(x +1), f(x+2), ... ne 
soient pas nuls; si l’on effectue le changement de x en 
x — a, on peut énoncer le théorème suivant : 


St P,, Ps, ..., P, sont des fonctions synectiques autour 
du point a, l’équation 


dry P, dn—1y PS ui 
der ma dent | (æ— a" 


a au moins une intégrale régulière autour du point a. 


XVII. — Continuation du même sujet. 


Nous venons de voir que l'équation 


dry p2 dr=1y | PA 
dent g dents Ton) 


(1) 


a une intégrale régulière à l’origine; désignons par y, cette 
intégrale, et essayons d’abaisser l'équation (1). On pose pour 


Y =» fudr; 


A ’ PR | à , 
u se trouve alors être égal à Te et, si u à une forme régu- 
1 


cela 
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lière, la valeur correspondante de y sera régulière. D'ailleurs 
u est donné par l’équation 


dn-iu Qi d'u (BF 


2 men n dn onme —— — cn 0 lOormemes— (Ve (|) 
( ) dxnTi TV dxr—2 an y; d 


Q,, Q2, ... désignant des fonctions synectiques autour de 
ee. Le 

l’origine ; mais le coefficient €, dans y, est différent de zéro, 

l’équation (2) est donc de même forme que (1), et elle a une 

intégrale régulière y, ; on l’abaissera comme (1), et, en conti- 

nuant ainsi, On voit que (1) a toutes ses intégrales régulières. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Pour que l'équation 
dry dnr-1 
CHAL al dxn-1 Co SAP 
ail toutes ses intégrales régulières en a, il faut et il suffit 
que l’on ait 


Ps Ps LR. 
(æ— a)? 


Page Eee Pn — 


La)? 


ARE 7 
P,, P:, ... désignant des fonctions synectiques autour du 
point a. 


Pour qu'elle ait partout ses intégrales régulières il faut 
‘alors que 
. P; P: 
Ve ? Pa RTE? 
(x) RICAIE 


Y(x) désignant une fonction de la forme (x — a)(æ —b)... 
lorsque le point à l'infini n’est plus critique et P,, P:, 
désignant des fonctions partout synectiques. 


XVIII. — Intégration des équations à intégrales régulières. 
Soient 


pre bo1-+ Di1(æ — da)+ bmx —aÿ +... 
pa Dos + Dyfd —a)+ biz — a} +..., 
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a, b; désignant des constantes : considérons l’équation 


pn P, dy P 
ape : SR RE — y =0; 


æ—a dænri (æ— a}? 


(1) 


dx" 
pour intégrer celte équation, on posera 

UE 2 D A 2 À mr de EC 
L'équation (1) deviendra alors, en divisant par (x —a)*#, 


D NS CIE AU) Aie Gi(u— a}. 


+ [AT lc = Alcitæ—a)+. …. ][Bo1 + but — u)+. EU | 


où A? est le nombre des arrangements de « objets pris » à n; 
en égalant alors à zéro les diverses puissances de x — &, on 
a des équations qui feront connaître &, C5, C1, Co, . . .. La con- 
stante €, est arbitraire, et x est déterminé par l'équation sui- 
vante, obtenue en égalant à zéro le terme indépendant de 


Lee; , 
SE ni AVE bot Ee Ve 2 Doa SO EME 


ou, en appelant f(x) le premier membre 
? PP ( , 


SHARE 


Cette équation a reçu de M. Fuchs le nom d’équation fonda- 
mentale déterminante. Nous allons en faire connaître les 
propriétés : 


Taéorëme l. — Les racines de l'équation fondamentale 
déterminante sont égales aux logarithmes des racines de 


l'équation fondamentale divisées par DT L 


En effet, nous avons vu que, si e?TV-14, e2mv—ta, 
étaient les racines de l’équation fondamentale, » intégrales 
distinctes se mettaient sous la forme 


CT EC PA Demi De DIR 


et l'équation déterminante a précisément pour objet de déter- 
miner CAR To, CCR ET 
L. — Traité d'Analyse, V. II 
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Tuéorkme II. — Si dans l’équation proposée (1) on pose 
JE u(æ es a)?, 
elle prend la forme 
nr 1 ) 
ga + ITA Cr D +... + RAR = 0, 
dat.» ma dr (x — a}! 


et, quand on fait x = a dans Q,, Q,(a) devient précisé- 
ment le premier membre de l'équation déterminante. 


En effet, on trouve 
Qn = A+ ATP ATPPe +... + Pr 
et par suile on a 


OL (A) AS EM bn AE bn = TI 
C O1 END: 


Il nous est impossible, dans ce Traité, de tirer des théo- 
ries précédentes toutes les conclusions que l’on en a déduites : 
bornons-nous à faire observer que, si une équation de la 
forme (1) a une intégrale rationnelle, on pourra la découvrir: 
les équations déterminantes auront alors une racine entière, 
et, en multipliant les solutions par x — «a élevé à une puis- 
sance convenable, le point a cessera d’être critique pour une 
intégrale; on pourra ainsi, par des multiplications, par des 
binômes convenables, rendre une intégrale entière; d’ailleurs 
la méthode des coefficients indéterminés fera connaître la 
solution. 


XIX. — Équations linéaires à coefficients périodiques. 


S1 les coefficients d’une équation linéaire sont périodiques 
et ont pour période w, cette équation ne change pas quand 
on change x en æ + w. Soient n l’ordre de cette équation, C4, 
Co, -.-, Cr des constantes arbitraires : l'intégrale générale se 
présentera sous la forme 


C1 fa(T)+ Co fol D) +... + Cn fn(T); 
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fi, fa, -.. désignant des intégrales particulières, mais dis- 
linctes ; mais, a désignant un entier, si /, (x) est une intégrale, 
f(x + mw) sera encore une intégrale, et, par suite, on aura 


f(r+mw)— Cif1(T) + Co fat) +... + Cnfn(t), | 


et l’on pourra écrire 


Heu) = cuir) ere for) Gin fn), 
fi(tr +20) = Ca f1(T) + Cas fa( D) +... + Con fn(T), 


HE SE nuw) =— Cn1 f1(X) + Cn2 J2(X) +. . C1 ani Chan (A) 
Ciis Cu - désignant des constantes. On en tire 
GE) Ar ir 0) LAS /1(r au) +. HA fie nu), 


À ,,A:,... désignant des constantes. Cette conclusion serait 
en défaut si l’on avait Ÿ + Ca Cao One O0 nas alors 


il y aurait une relation linéaire entre f,(x), ..., fa(x). 
Cela posé, considérons l’intégrale 


(2) f(x) = Gofi(r)+ Gifi(r +v6)+...+ Gui fix + nr —tw), 


dans laquelle Gy_1, Gy_», ... peuvent être nuls s’il y a une 
relation linéaire entre les f,(æ + vw) : on aura 


f(x+w)= Gofitr +o)+Gfi(r+20)+... + Gr f(x + nu) 
mais, en vertu de (1), la formule (2) peut s'écrire 


f(æ)= fix + w)(Gi+ GA) +... 
+ fie + n —10)(Gr-1+ GoA 1) + Go An f1(7 + now). 


Si l’on pose alors, en appelant g une constante, 


Je D) = 2 f(r), 


on aura, pour déterminer G,, Gi, ... et £, les formules 


Go = 8(G1+ GoAi1); Gi= g(G> + Go A2), 


164 CHAPITRE III. 


ou 


I pe. Guen A … Go Gode Go A. 


5 Go Gi SNS Gy-1 ; 


ces équations détermineront g et les rapports Gç : Gi: ...; 
ainsi, étant donnée une équation à coefficients périodiques, 
il existe une intégrale f(x) telle que 


(3) J(z+w)= gf(x), 


g désignant une constante et w la période. 
S1 les coefficients étaient doublement périodiques et aux 
périodes w, w, on aurait également une relation de la forme 


(4) f(x +w)= h f(x), 


L désignant encore une constante. 
Ce résultat a été établi, pour la première fois, par M. Picard 
ournal de Crelle, t. 90); il a en outre démontré que l'on 
J l de C ; q 
pouvait former un système distinct d’intégrales jouissant 
de toutes les propriétés exprimées par les formules (3) 
et (4). Pour établir cette proposition, il suffit, étant admise 
l'existence de la fonction f(x), de remplacer la fonction 
) P 
inconnue y par 


2 OE dx ; 


l'équation en 3 sera encore à coefficients doublement pério- 
diques et aura aussi une intégrale /,(x) jouissant des pro- 
priétés (3), (4); d’où l’on conclut pour y la valeur 


Jia) [A (æ) dr, 
qui devient, en changeant x en x +w, 
fo)e.] Ata)erde = ge fte) [ft dr 


et ainsi de suite. 
Pour intégrer l'équation, lorsque ses intégrales sont mono- 
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dromes et sans points essentiels, on peut procéder comme il 
suit : 

M. Hermite désigne sous le nom de fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce les fonctions qui se trouvent 
multupliées par un facteur constant quand on augmente la 
variable de périodes w ou w; il réserve le nom de fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce à celles qui, par 
l'addition des périodes à la variable, se trouvent, comme les 
fonctions auxiliaires de la théorie des fonctions elliptiques, 
multipliées par une exponentielle à exposant linéaire; les 
fonctions de première espèce sont alors les fonctions double- 
ment périodiques ordinaires. 

Cherchons d’abord l'expression générale des fonctions dou- 
blement périodiques de seconde espèce, monodromes et sans 
points essentiels. 

Appelons 2K et IUT, les périodes : il s’agit de trouver 
une fonction F(x), monodrome et sans points essentiels, 
sausfaisant à la fois aux deux équations suivantes, a et x” 


désignant des constantes, 
G)  F(æ+aoK)=uF(x), F(x+aoK'ÿ—1)=uF(x). 


Posons 


_ H(æ+a) 


(2) Er eee 


a ct $ désignant 'deux constantes et H la fonction auxiliaire 
qui sert de numérateur à snx. En vertu des formules 


H(x+2K)= —H(x), 
ME. (x+Kk'/—i À 


H(x+2Kÿ—1)=—H(x)e 
on aura 
f(x +2K)= f(r)ek, 


pe LA 
fir+aK'ÿ—i)=f(æ)e # 


+28K y 
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on peut déterminer z et 6 au moyen des formules 


et alors on aura 
J(x +2K)= f(x), 
f{æ+oK'V—1)= f(x): 


F(x) te À 
Fæ)? ou voit qu il aura poui 
périodes 2kK et 2 K'ÿ/— 1. Ainsi l'expression générale des 
fonctions de seconde espèce sera le produit de f(x) par une 


si l’on considère alors le rapport 


fonction aux périodes 2K et 2 K'V/— 1. Mais on peut obtenir 
sous une forme plus RE l'expression g oénérale de F(x)} 
ainsi qu Alive 


Le produit 
F(z) f(x — 3), 


considéré comme fonction de z, a pour périodes 2K et 
2K//—1 : la somme de ses résidus pris à l’intérieur d’un 
parallélogramme des périodes est nulle; or, en appelant «&,, 
&», ..., les'iufinis de F(z) et le seul infini de ÿ( z) étant 
x,ona 


(3) = DS F(s)flr—2)+ SJ, F(a)f(x—2) 


HS Dé dis Re H(z) 
EF (x) H(z—x) “ nie H'(o) 
el 
d, FC) f(x —3)=TlimF(z)(s — a) ]sca f(æ — à) 


si & est un infinj simple, sinon d,F(s)f(x — 3) est de la 


forme 
Af(x—a)+Bf'(x—a)+..., 
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en sorte que l'expression générale d’une fonction de seconde 
espèce sera, en vertu de (3), 


F(x) = D'IA/(z— a)+Bf'(æ—a)+...], 


A, B;.C, .-. désignant des constantes, et ai, &, ... les 
infinis contenus dans un même parallélogramme des périodes. 

C’est en s’appuyant sur cette formule, due à M. Hermite 
(Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p.5), 
que l’on parvient dans certains cas à intégrer les équations 
linéaires à coefficients périodiques : nous allons en donner un 
exemple. 


XX. — Équation de Lamé. 


Lamé a rencontré dans une question importante de Phy- 
sique mathématique (£'quilibre des températures de l’ellip- 
soide) une équation linéaire du second ordre qui a acquis 
une grande célébrité : cette équation s’est d’abord présentée 
sous la forme 


3 
FO + LPO) D + (A+ y — 0: 


y est la fonction inconnue, À est la variable, g et À sont des 
constantes ; enfin on a 


FO) = (À + a)(À + b2)(X + c?), 
a, b, c désignant de nouvelles constantes. 


Nous commencerons par transformer cette équation en 
posant 


nous aurons alors, en faisant 


0(z)=(22— a? + b?2)(32 — a? + c?), 
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les transformées successives 


équation qui est de la forme 


sa x (zx dy Nr Lee Ne— 
dz? FE +Y(EZz 1D}=10, 


geth désignant toujours deux constantes différentes de celles 
que l’on a désignées ansi tout à l'heure. Si l’on pose alors 


fes en 


S=5h 7 


ou 


l'équation de Lamé, en la prenant sous la forme 


d | V 
Fa = [+ —-——(gz+h)—o, 
dz | v ( Adz V8(z) ci ) 
devient 
d a) V 
v = (g3?+h)—=o 
dz (& Vô(z (& 
ou enfin 


2 


dx? 


ssn?r + h)=0; 


c’est surtout de l'équation 


EVA + 2 2 ll ? 
(1) Ts {nn Li)k?sn?x + Xl) 


que les géomètres se sont DGA n désignant alors un 
nombre entier. 
Pour intégrer cette équation, nous changerons de variable 


el nous poserons 
= K'Y—=14e; 
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elle deviendra alors 


( de? 
Nous poserons donc 


MIE) At ET EAST Y(E), 


H 
(EG ie ebe ; 


G, «, $ désignant des constantes, y peut se développer sui- 
vant les puissances positives et négatives de e et, en choisissant 


Ho) 
H(a) 


I . 
poser que le terme en - dans f a pour coefficient 1; on aura 


convenablement G Len le prenant égal à | > ON pourra su p- 


alors 
I Apr Tara MAS. 1,253. 
nn 
1 x ne HE e2 1. % 
ee cu LOU Paie Pere: 


n désignant une quantité finie pour s — 0 et Po, Ps, ... des 


coefficients constants. R 


dans (2), 1l suffira d'exprimer que, pour s — 0, le premier 
membre ne devient pas infini et qu'il est nul ou que les 
Cocllicrentsde element Sont nuls, Car /ce premier 
membre, étant doublement périodique de seconde espèce, est 


constant s’il n’a pas En 


Remplaçons donc y leurs valeurs dans(2), multi- 


plions par e?; nous aurons 


rc AA + Avr.2.3...(V+ 2) 


€ c2 La ev+1 

—|[n RATE A Eux ..) + ke?] 

(5 + Av 1: À 
— — Es el ee.) 
5 { 


+... 


CYL 
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en n'écrivant pas les termes inutiles. En égalant à zéro les 


térmes en £?,e, ce eue Ontrouve, 


1.2,3%:2 (NV HF 2)A VENT MeV ANT EN), 
1.23: .:4VET) AY 1.292. 00V = J)A SAN ER), 
[92106 PONT AS Es 1.979. ..(v—2)Ay 297 (n +1) 


+1,2.3...VA,[n(n +1)po+ |, 


d’où l’on ire d’abord 
(V+i)(V+2)=n(n +1), 


ce qui montre que » doit être entier, si l’on veut que y soit 
fini. On voitensuite que À,_, —0, A,_3 —0,...,ensorteque 
les dérivées de f qui entrent dans y sont de même parité. Enfin 
on a deux équations de plus qu'il n’en faut pour calculer les À: 
on disposera alors de æet $, de manière à satisfaire à ces équa- 
tions. Quand on aura une solution de l’équation (2), il sera 
facile d'en avoir une autre, et l’on voit que l'équation de Lamé 
est intégrable par les fonctions elliptiques quand n est entier. 


XXI. — Étude particulière des équations du second ordre. 


Les équations linéaires du second ordre, sans second 
membre, jouissent de propriétés curieuses qui ont été révélées 
surtout par Sturm, et dont nous allons faire connaître les 
principales. À 

Nous avons vu qu’en posant y = ÿ13,,7, étant une solution 
d’une équation différentielle linéaire en y et sans second 
membre, l'équation s’abaissait sans perdre sa forme linéaire ; 
mais on peut abaisser encore autrement l’équation quand 
elle est du second ordre. | 

Considérons, en effet, l'équation suivante, où À, B, Csont 
des fonctions quelconques de +, 


dy 


dx? 


DUare Ds 
(1) LB CREED 
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si y, est une solution de cette équation, on à 


y: MD dy 
dx? dx 


6%) A + Cy1=0; 


multipliant (1) par y, et (2) par y, puis retranchant, on a 


NRA Ji dy — y dy: 0. ] 
dx? ee 
S1 alors on pose 
PRO N ARS 
(3) dx En 


ou (p. 29) 


sl 
ou 
(4) J CAE = dT, 
ri 
on à 
ds 
EL BRz=0o 
dx 
ou 
J-<er 
2—='e À 
ou enfin 
I -f? dc , 
Y = Yi: NE e ax 
Vi 
TaéorEue 1. — La fonction y définie par l’équation (1) 
RD D De 
n'a que des zéros simples, six res e fint. 
En effet, l'équation (3) devient, en remplaçant 3 par sa 
valeur, 
B 
dy DIE 
5 “— — y; — =e JA, 
(5) J IAE se 


dx 


dy : ; Dre ; 
9 A Rss LR = A 
Pour que l'on eût y —0, = 0, il faudrait que a fût mfini 


dy 
ou que y\ Où le fussent. 


Taéorëme [. — Æ£n général, deux solutions y et y, ne 
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pourront pas s’annuler en même temps, et leurs racines se 
séparent mutuellement (quand on les suppose réelles ainsi 
que æ): 


La première partie de ce théorème est évidente, en vertu 
e (5) : si l’on fait alors x—«œelt y — 6, x et $'désignan 
de (5) : si l’on fait al ty —$, « et $ désignant 


dy 
deux racines successives de y, = 0, Se — prendra des valeurs 


de signes contraires ; donc, en vertu 14 (>), comme le second 
membre de cette équation est positif, 1l faudra que y prenne 
aussi des valeurs de signes contraires ; donc entre deux racines 
de y1 = 0, il y en a une de y — 0, et entre deux racines de 
y =0, il y en a une de y, — 0. Mais cette conclusion est 
soumise bien entendu à des restrictions qui dépendent de la 
continuité des solutions considérées. 


Taéoreme I. — Z’équation (1) peut toujours étre 
ramenée à la forme dite canonique 
d dy 
6) RE + Vy = 0 
2 He Dr r 


X et V désignant des fonctions de x seul. 


En ellet, cette équation développée est 


dèys "dy dX 


à dx? dx dx 


EVy = 0, 


et on l’identifiera avec (1) en posant 


dx 
AR TAN 
RATE 


d’où l’on tire 


THéorEme IV. — Sil’on met en évidence un paramètre h, 
l’équation canonique pourra s’écrire 


d d 
(7) LS LÉ) + nVy = 0: 
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st l’on change n en n,, on a la nouvelle équation 


(8) d (x dy: Ven: 


les fonctions y et y, salisfaisant à ces équations, donne- 
ront, en supposant la vartable réelle, | 


B 
E Vi FIN 0e 0, 
(8,4 


4 et $ désignant soit deux valeurs annulant X, soit une 
valeur annulant y et une valeur annulant y. 


En effet, en multipliant (5) par y, et (8) par y, on a par 


soustraction 


Hier: ‘5 dX y1dy —y dy: 


Ce. ARE ED A 
À de? dx dx Fr INRP GS ARR 


ou bien 
d [x es ] nv 


dx dx 


En prenant pour limites d'intégration les nombres #, $ choisis 
comme il a été dit, on a 


B 
o—(n—m) f J71V dr, 
œ 
et, comme nr — n,Z20, le théorème précédent est démontré. 


Taéorëue V. — Entre les mêmes limites, on a encore 


F dy dn _, 
dx dx 


e/ Œ 


En effet, multipliant (5) par riy1 et (8) par ny, puis sous- 
trayant, On a | 


d Rÿ1dy — ny dyi\ dy dy1. 
(x Se }=G-n) Re 


» 


lintégration donne la formule qu'il fallait démontrer. 
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Taéorkme VI. — On peut toujours ramener l’équation 


linéaire du second ordre à la forme 


dy 


dx? 


— Gy = 0, 


G désignant une fonction de x seul. 
En effet, considérons l’équation 


(pos de 


dx? 


dy 
dx 


+ Cy = 0; 


si nous faisons y = {3, nous aurons (p. 121 et 122) 


FE dt PAL FANS IE dt LATE PES 
At ST (A DE Be) DE +4 (a DE + B DE + Ge) =o; 


l'équation sera donc ramenée à la forme voulue, si l’on dispose 
de #, de telle sorte que 


dt 
£ : B = 
2 À . —+ bi 0 


—f Xax 
lie dre AUN: 


Lorsque l'équation a la forme canonique 


ou que 


alors 


XXII. — Invariants des équations différentielles. 


Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre n : 


| dnY dr—1Y 
(1) D OEM LS 
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dans laquelle Y désigne la fonction inconnue, X la variable 


el Pi, Po, ..., P, des fonctions de X. Si l’on pose 
| dx 

: — — Y(T). [—yd(x 

(2) PR 1 AL = CE) 


il est facile de voir que l'équation (1) se transforme en une 
autre équation linéaire du même ordre 


\ dry dn—17 
ton PAF MERE ERNet uPrel "OS 


Nous démontrerons qu'il existe des fonctions de P,, P,, ... 
el de leurs dérivées par rapport à X, telles que, l’une d’elles 


cn HenSe DER NERT on:a 
CRE RC ET TE D De 0 Dan, Das ee 0, 


Ces fonctions F sont des ineariants, et, si w — 0, on a ce que 
l’on appelle un #neartant absolu: 

Le nombre des invariants distincts est nécessairement 
limité : en effet, une équation telle que (4) établit une relation 
entre les P et les p; or, quand les P, et Ÿ sont donnés, les p 
sont déterminés ; 1] ne peut donc exister entre ces quantités 
plus de n relations distinctes ; les formules, telles que (4), sont 
donc au plus au nombre de 7 — 1 et, st l’on suppose w — 0, 
au nombre de » — 2 au plus. Ainsi le nombre des invartants 
absolus distincts d’une équation linéaire d'ordre n est au 
plus égal à n — 2, et les équations d’ordre inférieur à 3 
n'ont pas d’invartants absolus. 

Si l’on considère une équation linéaire du second ordre 


(5) 3 =az +bz, 


dans laquelle 3 désigne la fonction inconnue, x la variable z, 
z! les dérivées de 3 et à, b des fonctions données de æ, et si 
l’on pose 


(6) MER 37 TE 
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on trouve 


| dy 
— à =(n —1)37 23 
dx de 
12 
(7) ( — —(n—1)(n—2)22-332+(n—1)3t-23" 


—=(n—1)(n — ni zn—3 3"? 
——(n—1)azt 23 +(n—1)bzr-1, 
et, en continuant de différentier en remplaçant toujours 3" par 


sa valeur tirée de (5), 
(8) = A3 MEN Piz 2 NE 2ER II STE 


l'élimination de z271,32713/, ... entre ces équalions fournit 
une équation linéaire d’ordre nr en y. Il est facile de déduire 
ses solutions de celles de l'équation (5): appelons en effet 3, et 
3, deux solutions distinctes de (5); l'équation en 3 sera satis- 
faite en prenant 3 = C3, + C»2%9, C1 et C> désignant des con- 
stantes, et l'équation en y le sera en prenant 


V =(C121 + Cos2)tTt 


et, par suite, en prenant 


! 


VÆ=(Ci21 + Co32) TE (ei 21 C0 82 JC, 


Cis Co Cis Cy +++ désignant de nouvelles constantes arbi- 
traires, et, par conséq uent, en prenant y égal à l’une des 
quantités 2%", 3% *2Z:, ..., qui seront autant d'intégrales 


disunctes de cette équalion; les intégrales distinctes de 
l'équation en y peuvent donc être mises sous la forme 


FA VISTA ACTE ET a RES CRIE RETIRE 
Réciproquement, si une équation linéaire et homogène 
d'ordre r admet des intégrales de cette forme, elle se trans- 
forme en équation linéaire homogène du second ordre en 
posant y — 3*7!; en effet, on Ur une STE rs 


et du second ordre en z ayant pour solutions ” LA ele” VY1; 
cette équation, quand on 2 y posera 3#7!— y, fournira alors 
1: équation en y. 
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Cela posé, chercher la condition pour qu’une équation 
d'ordre 7» 


dn «1 d' —1 


S? den P1 Gant 


+... DPrY = 0 


se transforme en une du second par la substitution 3*7!= 7, 
ou ait ses intégrales de la forme y,, yat, yait?, ..., c’est une 
seule et même question. 

Or éliminons 3271, 32722}, , 37! entre les équations 
(6), (5), (8) : nous obtiendrons, comme nous l'avons fait 


observer, une équation d'ordre r 


dr V à d'i—1 V | 
(9) dr + Pi ER Cie De 0: 
Si, entre les équations qui donnent p,, p2:, ..., pa et leurs 


dérivées, on élimine à, b et leurs dérivées, on obtiendra des 
relations invariantes exprimant que l’équation (9) a ses solu- 
uons de la forme 74, yit, .:., pitt, On péut obtenir ces 
relations autrement : formons l’équation admettant les solu- 
tions distinctes y1, 71, ..., 47174. Soit F(y) cette équa- 
ion, on aura F(9,)—=o et F(£y:)—=0o; donc les équations 
F(y)=o et F(£y)=o ont une solution commune, et l’on 
peut dire que 


(10) EURO, PA A Ferry) 50 


ont chacune une solution commune avec F —o, que nous 
supposerons être l’équation (9). Réciproquement, si les équa- 
tions (10) ont chacune une solution commune avec F— 0, 
cette équation aura pour solutions y, £y1, £2ÿ1, ...5 or, 
pour exprimer que deux équations ont une intégrale com- 
mune (p. 129), 1l faut une condition; donc enfin, pour 
exprimer que l'équation F—o a une solution commune 
avee chacune des 72 —1 équations (10), il faudra écrire 
n — 1 relations entre les coefficients p et leurs dérivées; ces 
relations seront d’ailleurs rationnelles. Ces relations seront 
évidemment invariantes; c’est-à-dire que leurs premiers 
membres seront des invariants; en divisant alors, si cela est 


L. — Traité d'Analyse, Y. 12 


175 CHAPITRE III. 


nécessaire, les premiers membres de ces équations par une 
puissance convenable de l’un d’eux, on trouvera n — 2 inva- 
riants absolus. 

Ces n — 2 invariants absolus seront disuncts, car la rela- 
ion qui exprime que F(y) a une intégrale commune avec 
F(£y) est évidemment distincte de celle qui exprime qu’elle 
a une intégrale commune avec F(4iy). 

S'il fallait effectivement appliquer ce procédé à la recherche 
des invariants, 1l faudrait y renoncer; car les calculs seraient 
d’une longueur rebutante : nous allons indiquer une autre 
méthode encore assez pénible à appliquer, mais plus pra- 
tique, et qui aura en outre l’avantage de bien mettre en évi- 
dence les propriétés des invariants. La méthode précédente 
établit le théorème suivant : | 


Pour qu’une équation différentielle linéaire puisse se: 
ramener à une équation du second ordre par un change- 
ment de variable 


dx 
eh Y=yY(e) 


ul faut et il suffit que ses invartants soient nuls. 


XXIII. — Équation canonique invariante. 


Je suppose que l’on connaisse un invariant V de l'équation 
différentielle 


du \Y n dn—1Y 
(1) RTL en 0 ee M0) 


effectuons la substitution 


dx 
A =) V7) 


et déterminons © et Ÿ de telle sorte que la fonction +, trans- 


LA 


formée de V, soit égale à l’unité et que le coefficient p; de 
dr-iy 


dxn—Ài 


dans l’équation transformée soit égal à l’unité. Les 
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A — 2 invariants absolus sont des fonctions de p,, pa, ..., 
Pn; donc il existe ñ — 2 relations entre Pi, Po, +.., pa et les 
invariants; si donc on rend p, égal à zéro et si l’on choisit 
un invariant, c’est-à-dire une fonction des p égale à un, les p 
seront des fonctions des invariants absolus, c’est-à-dire eux- 
mêmes des invariants absolus. 

Le même raisonnement prouve évidemment que l’on peut 
choisir arbitrairement deux coefficients de l’équation trans- 
formée, pourvu qu’ils ne soient pas pris égaux à des fonctions 
de æ qui ne soient pas fonctions des invariants, et l'équation 
transformée aura encore pour coefficients des invariants 
absolus. Mais, si nous avons dit de. prendre p, — 0, c'est 
qu'il est facile d'annuler ce coefficient et beaucoup plus 
difficile d'annuler les autres. 

Nous voilà donc en état de calculer tous les invariants 
absolus, pourvu que nous ayons à notre disposition un seul 
invariant. Nous appellerons équation canonique invariante 
l'équation que nous venons d'apprendre à former et dont les 
coefficients sont des invariants absolus. 

Lorsque tous les invariants sont constants, les coefficients 
de l’équation canonique sont constants; donc : 


Lorsque les invariants d’une équation sont constants, 
elle peut se ramener à une équation à coefficients con- 
stants par un changement de variables. 


Soient Pi, Pas +-., Pn des quantités rationnellement 
exprimables au moyen de «x et 6 : si entre & et $ 1l existe 
une relation f(x, f)— 0 de genre u, on dira que les quan- 
utés p forment un ensemble de genre & [bien entendu, si 
l’on peut choisir & et $ de manière que f(x, 5) = 0 soit d’un 

enre y différent de à et si y on dira qu senre de 
g différent de x et U, dira que le ge d 
l’ensemble p;, ps, ... est y]. 
Si l’on convient d'appeler équation différentielle de genre 
PP q 5 
u celle dont les coefficients forment un ensemble de genre p, 
on pourra énoncer le théorème suivant, dû à M. Halphen, 
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ainsi que toutes les considérations précédentes sur les inva- 
riants (Mémotres des Savants étrangers, 1884). 


Pour qu'une équation différentielle linéaire soit réduc- 
ible à une équation de genre n, il faut et il suffit que 
ses invariants absolus forment un ensemble de genre 1. et, 
en particulier, pour que l’on puisse rendre ses coefficients 
rationnels, il faut et il suffit que ses ineariants absolus 
sotent rationnels. 


Nous ferons une dernière remarque, c’est que tout inva- 
riant d’une équation est aussi un invariant de l’équation au 
multiplicateur ou de l’adjointe : cela résulte de la façon même 
dont se calculent les coefficients de l’adjointe (p. 125). 


XXIV. — Calcul d’un invariant. 


M. Halphen, dans son Mémoire déjà cité et qui a remporté 
le grand prix de Mathématiques, fait connaître un imvariant 
de l’équation 


dry dry nñ ( ne 1) dry 
dx" nel dxn-1 Ke ne TE, Ts Pa) =0% 


cet invariant est 
(1) Pa — 3(P3 —2P1P1)+ 2(pP3 — 3p1p2 + 2p}); 


pour le trouver on peut appliquer à une équation du troi- 
sième degré le procédé général indiqué plus haut et on vérifie 
sans peine que cet invariant, considéré comme appartenant à 
une équation quelconque, se trouve multiplié par [(x)|° 
quand on effectue la substitution 


dx 


= D 7 _ yd(r) 
IX (x), Y CAE 
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EXERCICES ET NOTES. 


1. Intégrer 
dn y 


AL PAU 


2: Intégrer 


dan y PR dity » n(n—1) d'y 
dx 1e RE AE 


+... +Y = 0, 


3. L'équation 


D 133 d' dr y 
CRDP ER 1) Vi ur SR “ Es 
1 dx? 1.» dx* dx? 
a pour solution 
2 cOSAT 
— —— da; 
J, Grey 


on demande de lPabaisser. La même expression satisfait aussi 
l'équation 


&y n—1 dy 
RE > 
dx? DUT Le: 


que l’on demande d'intégrer. 


4. Intégrer les équations 


RÉEL 
mA VUE 
ec 
Fr a, Î Æ Le, 


5. Intégrer 


d2y F dy z vi 
a +a)+onx mr sie 1.)Ve= 0, 


dn—2 I : 
———— est une solution. 


BACHANt QUE —-— 
I dan-2 1+ x 


à 
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6. Intégrer 


dy dy 
D (ant +1) 2 +(n— R)y =0 
dx? ) dx ( )y : 
1 
dre : 
sachant que ———— est solution. 
dx'i-1 


2n +1 


7. La dérivée nie de (æ?+1) ?est le produit de (1+a?) 2? 
par un polynôme entier P,; l’équation P,—o a toutes ses racines 
réelles, le polynôme P, satisfait à une équation différentielle linéaire 
du second ordre à coefficients entiers que l’on demande de former 
et d'intégrer complètement. 


LOIS 


8. Intégrer | 
dy dy 
1— æ? — — X —<— 
( ) rt dx 


lt 0, 


sachant que 
1 


12 - 
dn—1(1 — x?) 2 


dx'—1 
est une solution. 


9. L’équation 


s'intègre par un changement de variable très simple. 


10. Si y est solution de 


dy dy 
2 Le É FA ÊE ny = 0, 


Pdx 
yel"d* sera solution de 


dy CIPÉENRNAER 
EST TN Mes ny = 0. 
(LEBESGUE.) 
11. Intégrer 
d2 
24 = dy mA — O, 


dx? x dx 


sin æ £ 
est une solution. 


sachant que 


12. Les polynômes Us, Ui, Us, ... définis par l'équation 


ARRETE 
€” = Üo + Ü:z + Uz? +... 


DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 183 
satisfont à l'équation 


æy ! TIRER  —= 0: 
dx? °° dx Hs 


on demande d'intégrer cette équation et de prouver que 


Un = Z Un + nUÜUy1. 


(LAGUERRE, Bulletin de la Société mathématique, t. VII.) 


13. L’équation 


dy dy Fr 
ra ACT TE + MAY —=0 
a pour solution 
Pie PREDR Ste CL bee =) Gr) ne ue 
24 24.4a 


CHAPITRE IV. 


ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


I. — Remarques sur le calcul inverse des intégrales définies. 


Il'est, en général, impossible de trouver une fonction &(x) 
satisfaisant à l'équation 


b 
(1) LT Î W(x, z)o(z)dz, 
ENL 
ft) et Ÿ(x, z) désignant des fonctions données et a, b des 
nombres donnés. En effet, si f(x) devient infini, #(z)%(x, =) 
devient lui-même infini, mais l'équation 


Ya, +)p(z)= 2 


sera satisfaite, en général, pour des valeurs de x et 3 variant 

simultanément d’une manière continue, de sorte que l’inté- 

grale sera infinie pour des valeurs de x formant une suite 

continue; la fonction f(x) sera donc infinie pour une suite 

continue de valeurs de +, ce qui n’a pas lieu en général. 
Ainsi l’on ne saurait avoir, quel que soit x, 


; +1 
= = f ezt@(z) dz; 


en effet, pour x — 0, l'intégrale devant être infinie, il faut que 
©(3) soit infini entre — 1 et + 1, et l'intégrale alors sera tou- 


L] ) J » LL LA | 4 LA 1 
jours infinie : elle ne pourra donc en général représenter cs 


Quoi qu'il en soit, st l’équation (1) amet une solution, 
ou, plus généralement, s’ilexiste une fonction M (x, 2), telle 


dns éd M le m2 ir DE SS Des DS En Se S- « 


DR PPS EE 


PT 
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que l’on ail 


b 
LR) [ 0(æ, z)dz, 


« 


l'en existera une infinité d’autres de la forme 
ll 
0(x, z)+w(3, x) — -—— f DÉS M )ds, 
BANC 


w désignant une fonction arbitraire. 


En effet, soit 0(x, z)+:/(x, 3) une autre solution (s'il 
n'en existe pas d'autre, sera nul), on aura 


b b 
J(æ)= fl O(x, s)dz + fo (x, z)dz 


« 


ou 


(2) [ S'AUANEZ LAN 


e/ 


on y salisfait en prenant 


Ll 


b 
[ (3, æ)dz; 


[44 


ACT, z)= (2, HURTe er 


d’ailleurs toute solution de (2) est de cette forme; car, si 
(3, æ) satisfait à (2), on a identiquement 


b 
I 
AG DA TN mnt: : fl ja 3) dz. 


II. — Résolution d’un problème. 
Proszëme Î. — Trouver une fonction v,(x), telle que l’on 
al 
b 
(1) Î G(æ)gntæ) de = 0, 
CL 


Ü(x) désignant un polynôme arbitraire de degré n —1. 


Soient w, (x), w,?(x), ... les intégrales successives de 
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Cn(æ), prises de manière à s’annuler pour x — a; on a, en 
intégrant par parties, le premier membre de (1) 


0(8)p3 (8) —0(b)p32(8)+...H0r-1(5)p35"(b)= 0. 


Cette formule ayant lieu, quelle que soit la fonction 0(x) de 
degré —1,faisons Successivementh(T)—1, 2,700 77700 
nous aurons 


v31(b)= 0, on2(b)=0, LR on"(b)= 0: 


la fonction 0,"(x) ayant toutes ses dérivées nulles pour x = à 
et æ — b, jusqu’à la (n — 1)i°me inclusivement, on aura 


pn'(æ)=(x—aÿ(x —b)r4(x), 


Y(x) étant fini pour x — a et x — b, et l’on voit d’ailleurs, 
a posteriori, que toute expression de la forme précédente 
satisfera à la question. On en conclut 


= [Ge — a) (x — ba (æ)], 


Pie dan 


et; sans nuire à la généralité, on peut aussi poser 


I I 
(CORRE A LS ER PES PE 


(a — a) (x — byY(æ)]: | 


On(T) = 


v,(x) est alors le coefficient de 1! dans le développement 


| dz RES : , ; 
de d(3) 7 = désignant la racine de l'équation 


Cam lire 


(27 3=xt+t Des 


qui peut se développer par la formule de Lagrange 
(p. 357, t. HT). Cette dernière formule donne en effet 


fre DR Gene tbe et Lors 


AL dn—1 = npebrae 
1.2.3...n dæn-i | (b— a)? 
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et, en différentiant, 


PP CPE nt (CT | 
A RER b—a lc 
AL] [ d' 


1.2...n (b—a)t dxn 


[Cr — a)t(x — bjr b(x)] +..., 


+ 


ce qui démontre la proposilion énoncée. 


Quand on suppose a— —1,b—=+1,d(x)=1,ona 
i dr 
On(T) = ———— æ? — 1)7; 
Pn(æ) DR RTE nn 3 
les fonctions ®,, 92, ...w,, ..., dans ce cas,sont ce que l’on 


appelle les polynômes de Legendre; Legendre les définissait 
comme étant les coefficients des diverses puissances de { dans 


LT 
le développement de (1 — 2x + t?) * suivant les puissances 
de #; en effet, l'équation (2) se réduit dans le cas actuel à 


Æ2—1 


Z—=T+t , 


d’où l’on tire 


EVE ts 


(3) = HE. 
HERuTE 1 . 
dx Ur rc 


il faut prendre le signe + devant le radical, parce que la 
racine que développe la série de Lagrange doit se réduire à x 
pour {= 0, ce qui exige que dans la formule (3) on prenne 
le signe — ; si donc on pose 


I : : 
= Xo+iXi+...+iX,+..., 


Vi—otx +7? 


on aura 
I dn(æ?—1)? 


NE — 
ET RTE TAROT 0 dan 
Cette formule est due à O. Rodrigues. 


Proëzème Il. — Trouver une fonction 9(x) ne possédant 
pas dans l’intervalle compris entre x = a et x —=b une 
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infinité de maxima et de minima el donnant lieu à la 


formule 
b 
(1) z'o(æ)dr =0 


quel que soit n. 


La fonction ©(x), n'ayant pas entre «& et b une infinité de 
maxima el de minima, ne peut non plus avoir une infinité de 
zéros dans cet intervalle, à moins d’être identiquement nulle. 
Soit alors 0(x) un polynôme entier changeant de signe avec 

sui ERA TE 
o(æx) : l'intégrale 
b 
0(æ)o(x)dx 
Cat 

sera différente de zéro, tous ses éléments élant positifs sio(x) 
n’est pas identiquement nul, ce qui est absurde en vertu de(1); 
on doit donc avoir ©(æx) — 0 dans l'hypothèse où nous nous 
plaçons. 


III. — Polynômes de Legendre. 


D'après ce que nous avons vu, on peut définir le polynôme 
X, ou X,(x) de Legendre comme le coefficient de &* dans 


ct 
le développement de (1—24x +) * ordonné suivant les 
puissances de #, et, à ce point de vue, on a 


ae 
7 ! dei os 
(1) XN == ere ous 


DT AT (SRE S 


l'intégrale étant prise le long d’un cercle décrit de l’origine 
comme centre avec un rayon moindre que un, le point x 
étant à l’intérieur de ce cercle. On a aussi, comme on a vu, 


1 dn 
2) INDE nn Rep Ti 
C2) TN S A CRAN 
et, par suite, 
l 1 (32— 1} dz. 


(5) Xn = 


Le 7 = 5 
27 W—1 DL (3—xr)rri 
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d'ailleurs, quel que soit le polynôme de degré ñ — 1 repré- 


+1 
à (Grid re=.0. 
+ 


senté par Ü(x), on a 


PS, 
= 
sr 


Chacune de ces propriétés va nous en fournir une foule 
d’autres. 
Et d’abord, si nous posons 


1 
c 


(5) y=(Gi—2tm+te) = Xpo+Xit HE... .+X,ET + .., 


on voit que, pour æ —=1,.yse réduit à (1 — #4), donc dans 
COPAIN EN Ed em = le AÏTISI : 


Quand on suppose x —1, la fonction X, se réduit à 
l’unité; de même, en faisant x — —1, on verrait que 


X,—(—1ÿ. 


24 
Si l’on fait x — 0, y se réduit à (1 +) *,dontle dévelop- 
>ement est bien connu: on en conclut que : 
| Lest| s onclut q 


Pour T—O0,o0onN«a X., NE + — Not 0, 
PRE 9 PO DE CEE 1) 
ce Dior 


On a, en posant x — cosy, 


/ 


2 RL 
y =(i1— exit) (1 —e HELD) ik 


19 — 


et l’on voit que y sera développable par la formule (5); si 4 
est moindre que l’unité, on a seulement un module moindre 
que l’unité. Tant que x sera compris entre +1 et — 1, on 
conclut de la formule précédente et de la formule du binôme 


Ù — 149 Fun , 
oi (+ AU PAS Peer. Ben...) 
2 3.4 


[ —- 140 — 
X (+ D ee Un t LoeT de TI ) 
2 211 
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et, par suite, 


Y=Ii+ . EYE EVE IEEE 


+ pui LES RRATERS enyV1 + 1.9...2R I 4 etr-2)yV—1 +, .. 
2.4...2n +2 S'RARER TRS CD 


ou bien 


J =1+TCOSY +... 


1.3...27 +I TR OPEL 
arte COS VER CONTRE ; 
2.4...2n +2 DA le Le 


donc, en comparant avec (5), 


; Lao O ie. 2 ES PP TES OÙ : 
X pri —2 ——© COSANY E ———— —cos2 —2Y +... 2). 
2.4.6...2n +2 2.4...2N 2 


x 


Cette valeur de X, est évidemment maxima pour y —0, ou 
pour cosy —1; donc : 


La plus grande valeur que puisse acquérir le poly- 
nôme X, entre les limites — 1 et +1 de sa variable est 
égale à un. 


On tire de (5) 


dy 2 — : 
. —=(1—-2{T+ 0?) 2(x—t); 


ou bien, en mulupliant par (1— 2x +2), 


(1— 2x +t?) ee —(1—92tm +8) (x —t); 


K|= 


. dy HET re 
remplaçant AV (1— 2tx +?) * par leurs développe- 


ments déduits de (5),ona 


(i—2itr+8)(Xi+a2tXs+302X3+...)=(x—1t)(Xo+ Xi +...); 
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en effectuant les produits indiqués et en égalant de part et 
d’autre les coefficients de £?, on a 


(6) (n+i)Xnr—(2n +1)X1r + nXyi=0o. 


Cette formule prouve que X, = 0 a toutes ses racines réelles 
RATES ES rACIneS ex, )— 0 séparenticelles de X} —0; 
toutes ces racines sont différentes et comprises entre —1 
el HI. 


En effet, les polynômes X,, X,, ..., X, forment une 
suite de Sturm, puisque, X, s’annulant en vertu de (6), X,., 
et X,_, sont de signes contraires; X,., et X, ne peuvent s’an- 
nuler en même temps, sansquoi l’onauraitaussi X,_, —0,..., 
NON EninMpoureX— 1, |lasutern'a que des 
permanences, puisque X, — 1 ; pour æ = —1,elle n'a que des 
variations, puisque X, —(— 1)", donc, etc. GO: FF De 


On déduit de (6) 


(2n+1)X,(æ)x =(n—+1)Xh}1(r)+nX» 1(x), 
(2n+1)X,(3)z =(n+i1)Xur1(z) + nX» 1(z); 


multipliant la première formule par X,(3), la seconde par 
X,(æx) et retranchant, on a 


(an +i1)(z—x)X,(x)X,(z) 
—= (n Gite 1)[Xnn1(2)Xn(t)— Xn(z)Xnr1(x)| 
co n[X,(3)Xn 1(7)— Xn(xz)Xn-1(3) |: 


Faisons successivement x —0, 1, 2, ...,n, et ajoutons les 


ER 


formules que l’on en déduit, il viendra 


[Xo(æ)Xo(z)+3X1(x)Xi(z)+...+(an +1)X,(æ)Xh(3)[(3 — x) 
(7 +1)[Xn#1(3)Xa(T) — Xn(23)Xn+#1(x7)] 


ou enfin 
n+I. 4 ; : : 
(7) PER [XnH1(2)Xn(T)— Xn(3)Xn+1(2)] 
= Xo(x)Xo(z)+3Xi(x)X1(3)+...+(2n+1)X»(T)Xn(s). 
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L'équation (6) permet de former les fonctions X, de proche 
en proche; on a 


Xe 
X: T, 
: a f 
'ÉN T AU 
5 2 
Tr 5 < 3 
Meme, 
3} 5) 
; ie 
à V7 SA) 3 
NT PL hnrenee Le ca 
2.4 2.4 2.4 


et les polynômes X, sont alternativement pairs el impairs, 


ce qui résulte de la simple inspection de la formule (6), ou 
même de la formule (2). 


La formule (2) nous montre que 


+1 
1 XD OP MATE, 
/_1 


toutes les fois que Ü(x) est de degré m — 1 et, par suite, si 
m est différent de n, 


#1 
(8) [ Ne NA die 
7 — 1 


on peut se demander quelle est la valeur de l'intégrale qui 
entre dans cette formule, quand rm = n. On trouve, en appli- 
quant la règle de l’intégration par parties, 


he dia? — 1) dr(x?— 1? 


— dx 
ee dx dx! 
+1 
; din (2 — 1)2 
—=(— 1} [ (x? — 1} — dx 
; dx? 
€ —. ] 
n+1 
—=(—1)? | (D P}A rc 2 3 ATOS 
EE 


en mettant x? —1 sous la forme (x + 1)(x — 1), une série 
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d’intégralions par parties conduira enfin à 


+1 s 
fc ND ee 
(9) 1 Ë 2n+I 


On peut arriver autrement à cette formule. Elevons en effet 
au carré les deux membres de la formule (5) et intégrons de 
— 1 à +1, nous aurons, en ayant égard à (8), 


+1 dx te 4 
fe, idee [ia +. 
LE . RL e Le | s 


1 —1 
ou bien 
1 
I DE : 4 Re 
— log = Ur NAIL EE 
(A I— 
1 
ou 
I 13 D {2n+1 <a n 
RD NOR EURE == A (2 NE OP IPe 
ES 3 AN +I Lu 


en égalant les coefficients de £?*, on trouve la formule (9). 


IV. — Expression des fonctions X, sous forme d'intégrales définies. 


Nous avons vu que l’on avait 
q 


: I y dz 
(1) Ne — = ? 
2TY—1 zn+1/1—223x + 2? 


l'intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon R plus 
grand que un. Marquons les deux points Cri tiques 


PER ml VE LES 
ou, en posant æ — COS, 


Te e*YV—1, 


pour lesquels la fonction placée sous le signe f devient infinie. 


Soient £ et &' ces deux points; soit aa! une ligne joignant 
L. — Truite d'Analyse, \. 13 
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deux points voisins de et’, avec 1a el t'a! comme rayons : 
décrivons de petits cercles p et pe" autour decet c'; en dési- 


gnant par (C), en général, l'intégrale prise le long du con- 
tour C, on aura, en supposant modi <[R, 


(cire. R)= +(aa)+(p)+(aa)+(e) 
et, comme (oc) et (p/) sont nuls et que 


(aa')=(a'a), 


On a 
(aa) 


X, —2(ad) 2e ©: 
x W—1 


1° Si aa’ est une droite, alors il faut intégrer en posant 


z—2Eyv—1, ds =y—:1dy, depuis ==" 


jusqu'à y = + Vi — x?, et l’on aura 


x =: f 1 d) I 
LÉ Vespa MMS EE NT 
à Vi 1—223X + 3? (Uni 


Si l’on fait alors y = ÿ1—x?cosve, on a 


TK 
I d © 


UE 
ES PO AC init 
0 ( V F = ) 


n+1 ? 


Cr 
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I 
en changeant 3 en = dans la formule (1), on a 


I z' dz 


2T V—I VIi—223x + 2? 


el, en traitant cette intégrale comme la précédente, on trouve 


An Es 


ur 
X, — : fl do(x + Vz?—rcose)". 


AU 


Enfin, en prenant pour contour d'intégration aa! l'arc de 
cercle décrit de l’origine comme centre et limité aux points fi 


et c', on posera z — eW-1 et l’on aura 


X (aa) I fe e-U+m0v-1/ 5 dû ebv-1 
NTI RO rer le ns = : ue — 
RIVSST Rive Le _ Vr— 2 cosyelv-1+ e2bv—1 
ou 
= I bn e—ti+00v1 60 V—1 46 
Xh = — Hs 
TC LA EE — _— 
ue e2" 7 Vle0v1 9 cosy + elV—1 
ou 
Si = (nt) ] Vrsi 
3 I e 2 d9 
Xi à NA 
TE V2(cos0 — cosy) 
ou enfin 
ane | / 1) 
cos{n+ > )0 db 
: 1 . 2 
enr ER 
He ; V2(c0880 — cos) 
V. — Développements en série de fonctions X»,. 


Reprenons la formule (3), (p. 191) 


(1) 
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si l’on intègre les deux membres de —1 à +1,ona 


+1 
mn HI = 
(2) I  Guuxi—Xrzr)de =. 


Muluiplions les deux membres de (1) par la fonction continue 
f(&) etintégrons de — 1 à +1, nous aurons 


SE 
2e 
JE — R CntiXa— Xn+iZn)f(z ) dz 


1 2° 
(3) fs +1 
| = Der+nx [| Znf(z)dz; 
0 


si l’on remplace X, et Z, par leurs valeurs (p. 195) 


cos (n+2)0 a 


T Va(cosô — cosy) 


X} = 


+ ] 
cos (n + JE da 
C 2 
La = ? 


r Va(cosn — cosè) 


{0 


le premier membre de (64 prend la forme 


cos(n +3)8cos(n+in | 
ART —cos(n Et)ncos(n JS re Al A dr 
- = = #3 l 
2m V(cos0 — cosy)(cosn — cosè) 22 


et sous cette forme on voit que, si la fonction f(z) est de celles 
qui ont un nombre limité de maxima et de minima, cette 


intégrale n’a de valeur sensible pour 7 = æ que si z est voisin 
A \ IE l 
de x, à cause des facteurs à courte période cos (r + 2), 
J à 3 ee 
cos (n — ja On peut donc dans (3) supposer 3 très voisin 
é 
de +, et resserrer les limites entre æ — set x + s, s désignant 


une quantité très petite et posilive ; on peut alors faire sorur 


f(z) de dessous le signe Re et l’on est ramené à chercher la 


e 
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limite de 


il 

LT OU ù ù 

fcæ) [ pag (ZatiXn — Xnr12n)dz, 
—1 (4 

qui, en vertu de (2), est égale à 2 f(x); on a donc, en faisant 


n — dans (3), 


| ou +1 
VOLE oi ZLof(z)ds +... 
(4) / TE 
POTIALES EE 
| x, Lhf(z)dz +... 
D 7. 


On trouve ainsi le développement de f(x) en série de fonc- 
tions X, : pour que cette formule ait lieu, 1l n’est pas néces- 
saire que /(æ) soit toujours continue entre les limites — 1 et 
+ 1 ; 1l suffit que ses discontinuités ne soient pas de nature à 
empêcher les intégrations que l’on a été obligé de supposer 
(voir la théorie développée t. ITT, p. 392). Si, pour 3 — x, 
f(z) a deux valeurs jf, et f:, le premier membre de (4) doit 


AVE à 
22 


être remplacé par : 


Si l’on pose 


I NE an +-I pi 
OU) à Xe f ZLof(sz)ds +...+ US Xh [ ZLhf(z)dz, 
SANTE et 


le second membre de cette équation sera un polynôme 6,(x) 
de degré n, et, parmi tous les polynômes de degré n, ce sera 
celui qui s'approche le plus de f(x) ou, si l’on veut, pour 
être plus correct, ce sera celui qui rendra 


u = [Le mer 
—1 


minimum. En effet, tout polynôme 6,(x) peut se développer 


ainsi 
6, (2) —= A0 Xo + Ai Xi —+. . .—+ Au Ans 


A5, A1, ... désignant des coefficients constants. Déterminons 
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ces coefficients de telle sorte que 


+1 : 
u=. || PRE NS Re ete 
a 


soit minimum. Pour cela, différentions par rapport aux À, et 
soit à la caractéristique différentielle dans cette hypothèse, 
on aura 


+1 
ue sf PAR) NS EE ER CD Pr 


1 


Si l’on veut que & soit minimum, 0 devra être nul, et par 
suite les coefficients de 3A,,0A,, ... devront l'être; rempla- 
çant A5Xo+...+ A, X, par 0,(æx), on aura alors 


+1 
fl [f(æ)— 8,(%)]X, dx = 0, 
1 


+1 
10 [f(x)— 0x(æ#)]Xo dx = 0, 
1 


d'où l’on ure, en général, 


+1 ; = 
YÉ 8,(æ)X;dx où —.—— — [ X 5) a) die 
1 


On en déduit pour À; le coefficient de X; dans le développe- 
ment de f(æ). Cette propriété a été découverte par M. Plarr. 

Une théorie, toute semblable à celle que nous venons de 
donner des polynômes X,, pourrait être faite pour les poly- 
nômes 


I dr 
À a DJ CAN 


[x — a)(x —b}T; 


mais, dans les intégrations, aux limites — 1 et + 1 il faudrait 
substituer « et b. 
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VI. — Intégration par les fonctions de Legendre. 


x « - 'aynraccel 
Nous avons trouvé (p. 183), pour l'expression du poly- 
nôme X,, la formule suivante : 


$ I dr 
NN ES TT TT (æ?— 1). 
D TEE 


Posons 


CR — (2 Le LI 


prenons les dérivées logarithmiques des deux membres de 
celte formule ; nous aurons 


1142 INT 
Sd TET ET 
ou 
dz 
(æ?— 1) —2n%X3 =0; 
dx 


en différentiant r + 1 fois de suite au moyen de la formule 


de Leibnitz, on trouve 


: dn+2 zx dn+1g ; dan zx 
(æ?— 1) dan Te RE drmt LOIS ENT) AT 
dn+1 23 dnz 
LR CAC pere ETIU 2n(n +1) ET Dies 
SL bi dr z , NE  gn < A à 
S1 l’on observe que Ter St égal à X, à un facteur constant 
près, cetle formule deviendra 
ŒX»} dX» 


rt) ad et — n(n+1)Xh=0, 


dx 


en sorte que X, est une intégrale particulière de l'équation 


dy dy 
dax? NP dx 


(1) (æ?— 1) — n(n+1)y =0. 


Voilà donc un type d'équations linéaires du second ordre, que 
l’on sait intégrer complètement au moyen de quadratures 
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quand » est entier. La formule 


3 

I dn(x?—1}? 

D ae DAT ec NUE CU TRUE CNT PETER 
2.4: 07 dx" 


peut se mettre sous la forme 


DAREE nm 
(2) Xn = — L 


I 
2 any) aa) 


l'intégrale étant prise le long d’un cercle décrit autour du 
point æ comme centre. Vérifions que la valeur de X, mise 
sous cette forme (2) satisfait encore à (1); de (2) on tre 


ax», Copé ee —— EE 32—1)} n+I Te 

Pr le Jo 

PXn 1 [ 1 32— 1} (n+i)(n +2) Frs 
dx? Dar VAT AIS (z —z} 


portant ces valeurs dans (1), le premier membre se réduit à 


I I (32 —1)2dz 
RU UNE NTI 


X [(n +i)(n+2)(2?—1) +H2r(n+i)(s= zx) n(r ba) 


Si l’on remplace æ? — 1 par 32 —1+23(x —3)+(x—3) 
el æ par æ — 3 + 3, cette formule se réduit, à un facteur con- 


TUE 1)2+1 
Jaler]le 
c’est-à-dire à zéro. L’équation (1), ainsi qu'on devait s’y 


attendre, se trouve vérifiée par l’expression (2); mais la 
marche que nous venons de suivre pour le constater montre 


+1 2 n 
Ï Se | 
if : , es dx 
PACE (3 —x) 


y satisfait aussi, les calculs restant les mêmes, de sorte que 


stant près, à 


que l'intégrale 
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cette dernière intégrale est aussi une solution de (1). Elle 
peut d’ailleurs se mettre sous la forme 


I +1 dr (232 — 1}? d 
AA AC EPA EN PO E 


ou bien, en intégrant par parties, 


I A LA dz 
à——— — (22 — 1) 
242 n ) 4 Nid { 3z—x 


Hire 
Km Ce 
11 Al Ps 


l Sd 


ou enfin 


Nous poserons 


+1% 
(3) || SCORE 


Os 


en sorte que la solution la plus générale de (1) pourra se 
mettre sous la forme 
AXy+BE,, 


À et B désignant des constantes arbitraires. 
Reprenons la formule (p. 191) 


(4) (an+1)rXp—(n+i)Xpr —nXp-1—=0; 
divisons par 2(: — x), après y avoir changé x en 3 et inté- 


grons de — 1 à +1 : nous aurons 


I Yen de 
S #Ln 
SGan+n f EI CRE —(n +1) Ent — REn-1 = 0; 


1 ee 


en remplaçant 3 par 3 — x + x et en observant que 


+1 
Je 1R 210) 
1 


(an —- 1)EhT —(n + 1)=n+1 — SENS 0: 


on aura 


et Æ, satisfait à ia même équation (4) que X,. 


202 CHAPITRE IV. 


Or 1l est facile de voir que l'intégrale 


1 cé do 
(5) Xa E* [ EDGE +1 


VA (xæ+yx?—1coshe) 


satisfait, comme 


& do 
Rs ul 
! (re Vrircoso)" 
à l'équation (4); en effet, on a l'identité 


d Vz?—1sinho 
de (x + x? —1 cos h pis 
cosho V2 —T sin?ho(z?=—1) 


SR a 
(x+ ÿz?—1cosho)"* ( Ver TOO 


ou 
d Væ?—1sinho | z 
ER UE ui 
de (z ut Væ?—1: cosho)®T F7 (x + Væ?—1i cosho }“*! 
x (n +1) 
(æ + x? — 1 cosho)""? 
n 


me (+ yzx?—1cosho)" 


et, si l'on intègre deo àw,ona 
O—(2n+I)X,Z—(n+1)Xyy —nXn_1. 


La fonction X,, satisfait donc bien à la même équation (4) 
que Æ, et si l’on constate que X, =, X,—#&;,, on aura 


NS a , e # 
"4 n — nn) OI 
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On a ensuite 


À 1@ do VA œ 
Xe = los , 
ur no LT 
+2 RE En Væ icosh® | 
À Fe) do ES 
qe ; = — log 2 ont 
l en s| 2 D LT 
MAP Væ?—1cos 10) 


donc enfin X,— ZÆ,. On prouve de même que 


X--1 


log heu Pr ? 
En = [ A CE TT TT cosho)" do. 
e/0 


VII. — Développement suivant les X, et les =,. 


Les fonctions X, de Legendre et les fonctions conjuguées 
Æ, ont été appelées fonctions sphériques (Kugelfunctio- 
nen) par les géomètres allemands, pour une raison que l’on 
fera connaître plus loin; les X, sont alors les fonctions sphé- 
riques de première espèce, les Æ, sont les fonctions sphé- 
riques de seconde espèce. 

Les fonctions synectiques sont développables, comme nous 
allons voir, suivant des termes multiples des fonctions sphé- 
riques ; nous allons d’abord nous occuper du développement 


T . . 
de eus dont nous déduirons tous les autres. 


Nous parurons de la formule établie (p. 191) 


HSE 


(1) CR PE Ne le Xi ZEN (on I)X Au 2e, 


et où 2, désigne, pour abréger, X,(:). Multiplions les deux 

] ® ’ A ké 
membres par USE) dz et intégrons de — 1 à +1. Si nous 
posons 0, — £,({), nous aurons 


I y Ts 
RU æ 7 7 
| = fé (Xn412n — Znr1Xn) 
e 1 


(2) 0) LS z— (| 


— 0, Xo + 301 X1 +. ‘ .+ (an + 1)0»X»; 
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se: 
NME 
£ JE 5 (An Zn — La+: X») 
1 


2 RS Ne 
na 
Tri I I dz 
—= ra = 3 (An Ln41 — LR ETIS 
DEP sb Tiers PL 


la première intégrale qui figure dans le second membre de 
cette formule se réduit à 


1 : "x 1 
à ES [ Lo dz +..+ (Rx fl Zds|, 
D ne à 4e | 


e/ —] 


. . : I . 
c'est-à-dire à ———; la formule (2) devient alors 


+ 
nr Er I : à ï 
$ CRT) n+1— ZnXn+1) + 
2 RO ee UE De TN 


— 6 Xo —- 30,X, +. 4 .+(2n —— D: 10, €" 
On en conclut que l’on aura 


I 


(3) 5 = 000 +36 Xi+...+ (an +1)0rXn—+. 


EX — 


quand on pourra poser 


+ 1 
Xi 2h LE: ZLn+ Xn+1 
Z—{ 


Him(n +1) ja 


dé = OO 


_remplaçons dans cette formule l'intégrale de ne par sa 


Z — 


valeur ; elle deviendra 
Lim ( 7 or 1)(Xn+1 Où —0»11Xn) =0 


ou, en vertu des formules (5), (p. 194 et 195) 


& 12 
Emçr +0 Je (= Les ri) A do dY = 0, 
+ ÿ&—1cosh4 


À désignant un facteur indépendant de ». Cette formule aura 


lieu si l’on a 
T+ VX? — 1cosY 
mod ( V ad 
t+ YE2—1cosht 
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ou 


20) 


mod (x + ÿæ?—: cos) < mod (4 + Véi—1 coshe). 


Pour savoir quand cette formule sera satisfaite, remplacons 


I I il I 
FA co M — |} et € par - (e -);n S 
CLP à ( Se ” panel Le ous transformerons 


cette formule en 


(4) mod ju . “a cose(u — — 


)| < mod Lo+ = + coshy[ 


(42 


Gi er 
(2 


5) 


Remplaçons le premier membre par sa valeur maxima, le 


second par sa valeur minima; en désignant par le module 


de w, par y celui de ?, par à l’argument de « et par $ celui 


de v,les modules des deux membres de la formule précédente 


seront respectivement 


xs : 
(+ =.) (cos?a + sin?a cos?v) 


IN : 
+ ( — 2) (cos2a cos?o + sin?æ) + 2 
LL d 


\ 


AE 
LC “ne ;) (cos?6 + sin? 8 cos? hŸ) 


f 
' I 
D.” are a) COS e| , 
: 2 


il 
T\?2 I 2 
LR NE 2 (à 2h44 + sin26 DIEU EEE 
| E } (cos B cos2h4 + sin B+a(s à Jcoshv| 


ÿ 


L4 


2 


La valeur maxima du premier module, la valeur minima du 


second sont respectivement 


[ 
| (a+ = 
LA 


il 
(— )| ou 2: 
V 


si donc 1 <<», la formule (n)sera satisfaite, et la formule (1) 


aura lieu. 


Interprétons cette condition à <{v. Quand on se donne u, 


* . [| I 
æ varie sur une ellipse d’axes u + — et —-- ou 
D. 4 


EE 


M; 


ayant pour foyers les points — 1 et + 1 ; quand on se donne y, 


. 4 [| I 
t varie le long d’une ellipse d’axes y + - et y — ou 
V V 


Y 


me Le Ne 
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si done on se donne y>R, le point { restera à l'extérieur 
: I Te UNE 
d’une ellipse d’axes R + k © R — FR? siR > 1,et à l’intérieur 
; : I 1 3 
d’une ellipse d’axes R + RAR RS Aer 
Supposons maintenant que l’on ait posé 


L l 
T—=U—+ —) lp + - 
u 4 


et que l’on ait 
mou pi Mmodu tout 


on aura 


= X,80,+3X,0 +...+(2n+1)X;0n +... 


Ho 
multuiplions par f(x)dx et intégrons le long de l’ellipse ayant 
I L [l . : \ que ’ 
pour axes + — et 1 — — où — — 11. Si le point £ est à l'inté- 
b- E ll 


rieur de cette ellipse et si à l’intérieur de cette ellipse 7(4) 
reste fini, monodrome et monogène, on aura 


or V1 f(t)= 80 fXo/(æ)de +...+(an +10, fX,f(æ)de +... 


et f(4) sera développable en une série de fonctions 6; au 
contraire, multiplions par f(t)dt, en laissant y constant, ce 
qui revient à faire varier le point £ sur une certaine ellipse. Si 
. le point x reste intérieur à cette ellipse et si f(x) reste finie, 
monodrome et monogène dans cette ellipse, on aura 


2T Vi f(æ)= Xo ÉMOr ENST + x fe, f(o)dt+. pa 


et la fonction f'sera développable en une série de fonctions X,. 
(Pour plus de détails voir Hein, Aandbuch der Kugelfunc- 
tionen.) 


VIII. — Formule de quadrature de Gauss. 


Supposons que l’on veuille évaluer une intégrale qui ait 
pour limites — 1 et + 1. Cette restriction n’est pas nécessaire 
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en théorie, mais elle l’est en pratique, comme on le verra tout 
à l'heure. D'ailleurs il est toujours facile, au moyen d’un 
changement de variable, de remplacer une intégrale qui a 
pour limites & et b par une autre qui ait pour limites — 1 et 
+ 1; il suffit, si la variable est x, de poser 


4 0 M 


= re, p] 


2 2 


t désignant la nouvelle variable. 
Considérons donc l’intégrale 


+1 
JE o(æ)dær, 
1 


OlEnNt Gp: di noir 1 Valeurs de Z comprises entre 
— 1 et +1 : nous pouvons supposer que ces A» valeurs soient 
précisément les racines de l'équation X, —0, X, désignant 
le polynôme de Legendre dont il a été question tout à l’heure. 
Soit maintenant f(x) un polynôme de degré 27 — 1 égal 
MOOD ODOURE GC) Tdi, d— dd; yebpour 7 aulres 
valeurs de x que nous laissons indéterminées. Substituons au 
calcul de l’intégrale proposée celui de l’intégrale 


+1 
ji f(x)dzx; 


/—1 


à cet effet, divisons f(x) par X,, soient Q le quotient de degré 
n — 1 et R le reste aussi de degré ? — 1 ; comme 


J(æ)=QX:+R, 


Er +1 1 
[ Jyde= f Qxar+ ff rar, 
sil — 1 (EEE 


on aura 
1 


+ 1 
et, comme f. OX,dx est nul (p. 189), on aura 
= À | 


L 
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Or R est déterminé par n valeurs &, &i, ..., &n_, de æ et 
par les valeurs correspondantes 


R(&o) — f(&o), ….) R(aG;-1) = (Are 
et l’on a 
Xn(æ) 


R()= Dita) green 


et, par suite, 


+ I *X 0 ) 
[see [re rates 


ou même 


EL sen ee (x) 
AT D(A; ï 2 d 
(D je JU) + Le DATE | Xitan(æ — ar) F 
Telle est la valeur exacte de HOT qui est la valeur appro- 
chée de /e(æ)dz. 


On voit que cette valeur est de la forme 


Ao9(@o) + A1o(@)+...+ An10(@n-1); 


À6; Au, +. An_1 désignant des quantités que l’on peut 
calculer une fois pour toutes. On comprend maintenant 
pourquoi on a choisi les limites +1 et — 1 de l'intégrale 
que l’on avait à évaluer. 

L'avantage de la méthode de Gauss est de fournir la même 
approximation que la méthode de Cotes,.en calculant seule- 
ment n valeurs de ©(x), tandis que la méthode de Cotes exi- 
gcrait que l’on en calculät 27 — 1. 


IX. — Nouvelle manière d'exposer la méthode de Gauss. 
Considérons la fonction 2" et décomposons-la en 
X3(x?—1) 


éléments simples, X, désignant toujours le polynôme de 
Legendre ; appelons &s, &,,...,ay_, les racines de X, —0; 
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nous aurons (p. 5, t. INT) 


1 Es LL TE Lee I I 
(æ?—1)X2 2%—1 2x+1 da; | 6(a;)(a? —1) x — a;|” 
À £ X2 ; À 
O(x) représentant HR. par suile G(a) — AE Quand 
DEL pESe 


on effectue les calculs, les termes en 


Il 


? dis 
T— 4 L— 
paraissent en vertu de l'équation (1)(p. 199) à laquelle satis- 
fait X,, et l’on a 


l [ I k 
mu = )+ IC En (x—«? 


formule que l’on peut écrire 


] ATE ll I 
rene ne Xy (a;)(1— a )Cr — ai} 


Intégrons les deux membres par rapport à x, en observant que 
“4 sil 
I I T+HI dz 
Le }as —= log — [ , 
pe Del Di | On LEE 
et nous aurons 


1 dx h tf dz I 
PRRXE (IETE N Lab XF (a;)(1— a? (x — &)’ 


multiplions par o(x) et prenons les résidus intégraux des 
deux membres, c’est-à-dire relativement à un cercle de rayon 


ù 


plus grand que un décrit de l’origine comme centre. En sup- 
posant © (zx) fini dans ce cercle, nous aurons 


4 dx ee o(a;) 
= = — bSN\ar— 4 
Er] K}G— 2?) AL OR rene 


on a donc approximalivement 


o(a;) 
Un FE =D radar) XP (a;)(1— a?) 


et l'erreur est le résidu 


us ee) [ TEEN 


L. — Traité d'Analyse, V. 14 
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[ Voir Herurre, Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, 
p. 443 et suivantes. — Cunrisrorrez, Ueber die Gaussche 
Quadratur (Crezre, t. dd). — Menier, Bemerkungen zur 
T'heorie der mecanischen Quadraturen(Crezre, t. 63). — 
Gauss a fait connaître sa méthode en 1815 dans les Commen- 
taires de la Société Royale de Güttingue.| 


X. — Généralisation des polynômes X,. 
Posons 
0(z) = 0 — a )X( z — b)B. ..(3 — BE: — æ)1, 


4, (5, ..., x désignant des constantes supérieures à — 1 et 
a, b,..., l des constantes quelconques, 2 un exposant réel; 
posons, en outre, 


B(z)—(3—a)t+1(3— b)BH,,,(3— xt; 
on pourra écrire 
9'(z)=0(3)[(a+1)(s—0)...(3—-x)+...+(n+i)(z—a)...|, 
a quantité entre crochets peut se mettre sous la forme 

F (2) te ET) Ce Ce) 


_F,F,,... désignant des polynômes entiers et x désignant le 
nombre des constantes a, b,..., l; et l’on aura 


93) = 0(3)[F(æ)+(3—2)Fi(r)+...+ (5 —)MPuir)]. 


Posons encore | 
(z3— a)2...(z —1} = f(z), 


el nous aurons 
9'(3)= F(x)f(z)(3—x) + Fi(z)f(2)(z — rm ri +... ; 


intégrons les deux membres entre deux limites qui soient deux 
des quantités a, b, ..., l; nous aurons 


MO F(æ) fS(X2 — x)h dz + Fi(æ) ff(s}a— 2) de He. 
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Or, si l’on fait 
= JAN ras, 


dy 


“pe =(n + a) [SC — avt ds(— 5), 


T 


d | 
_ =(n+u)(r + m—1)...(n+n) [Ge 21) 


et, par suite, (1) devient 


1 dby 
_(n+i)...(n+ Hu) NES dx 
I  dt-1y 


rame Et (D M 

En HA)... (nee) (KE 1414 A Vo 

Cette équation différentielle a alors pour intégrales les quan - 
tités 


(2) | frac -cyrnds, 


dans lesquelles les limites sont deux des quantités &, b,..., 4: 
si 2 est entier, on aura encore une intégrale en prenant l’une 
des expressions (2), mais en intégrant le long d’un contour 
fermé contenant le point x; cetle intégrale ne sera, bien 
entendu, intéressante, que si À est négatif : elle se réduira 
alors à une dérivée de la fonction (3). 


XI. — Remarques sur les fonctions trigonométriques. 


Si l’on se propose de trouver un polynôme , (x) de degré 
n, tel que l’on ait 


#4 dx 
O(T)p,(X) ——— = 0, 
fl )$ À C Vi x 


pour tout polynôme 0 (x) de degré n — 1, on trouve (p. 186) 


que &,(x) est de la forme 


———— dr : 
Vi x? nc DRE CC): 
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(x) désignant une certaine fonction de x, et, pour que», 
soit un polynôme, il faut qu’à un facteur constant près on ait 


l 

à He 
D, —= Re re y? 2, 
On = Vi æ Den x?) 


A est, à un facteur constant près, le polynôme cos n arc cos x 
et 1l sausfait à l'équation différentielle 


l? 1 
(1) (1) ANR ES 


dx? dx 
qui à pour intégrale générale 
À cos n arccosæ + B sinn arcsinx, 


À et B désignant deux constantes. On constate que l’expres- 


sion 
ne 


J; 


dn—1 7 
RS UT TZ “ 

dxnTi (1 # ) 
satisfait aussi à l'équation (1) et l’on en conclut cette formule 
de Jacobi 


(— [}2 n dn=1 ME AT \ 
328 AU da iQ NTI SEE 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces assertions. 


XII. — Polynomes de M. Hermite. 


Proposons-nous maintenant de trouver une fonction o(x) 
donnant lieu aux égalités 


+ 
1 o(æ)dr =0, 


Er 00 


+ © 
1 v(æ)x dr =0, 


+ 0 
le (ACDC EC 
— 
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En se laissant guider par le fil des analogies, on prendra 


dn ex? 
dx 


QUE 


la fonction e** s’annulant pour æ# — + + un nombre de fois 
P 
infini. La fonction p(x) ainsi définie est le produit lértert 
A A ’ A ’ 
par un polynôme entier de degré r dont les propriétés ont 
été étudiées par M. Hermite; on a, en effet, 


de-* 2 
dr TR T ne 
d?erx” ; 
2e HN NA (4æ? — 2)er*?, 
é, 
Hé 
— Es 3 —x? 
es = (— 8x5 +127 )e77", 


et 1l est évident qu’en général on pourra poser y = e* et 


dry 


 — LS 
dxr Py € } 


P, désignant un polynôme entier en + du degré n. Or on a 


l 
logy = — x?, AE 
et, par suite, 
d 
Fe = Op a 


et, en différentiant » + 1 fois, 


dnr+2 V d'ety 


dx'+2 | dx+1 


dn y D 
dxtr 


2% +(n+1)2 0 


(1) 


4 


ou, divisant par e*”, 
Phro+2æPrr+o(n+i1)Pr=o, 


équation qui servira à former les polynômes P de proche en 
proche. Le théorème de Sturm est immédiatement applicable 
et montre que P,—o a toutes ses racines réelles; la for- 
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mule (1) peut encore s’écrire 


(25/00 dy, e 
(2) Las see RME L) TE" 0 
Fhene 


y désignant —— 


= P;eT* et, par suite, on a 


sale dP, 
too pe de + Pr(fas— ») | 
HAE? 2 
—— ae # | nr — 212 +o(n+i)eæP, — 
ou bien 
RER — 2% ab +92(n—1)P,;—=o. 
dx? dx 


Les équations (2) et 


æ d 
(3) IDE 


PE Pr a no QU IE 


pourront donc être intégrées complètement quand n» sera un 
nombre entier. 
L’équation (3) peut s’écrire 


à ( HACAVITRENR AS RAC 
ne & D )-+atr—nye = 0; 


elle est ainsi mise sous la forme canonique et l’on en conclut 
(p. 193) cette propriété des fonctions P, 


—- © 
[ Pp> PE ex" dx —= O, 


etre) 


pour les valeurs de m différentes de n, ou 


FR ce dme-x? dre-x? à 
CE 7 ne 7 1 ON EL 
= #4 T 


D'ailleurs on a aussi, en intégrant par parties, 


+ © —+ © dr e—x? 
BY PR e—x° dx — 7 DD mir TA dx 
dx" 
— 


be LU à dn-m e—x* j 
ca mer dxn-m res 
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si m<n, ce résultat est nul; mais, si »m— n, 1l est égal à 


*t= 00 

dm P È dm P 

RO A OT ls). 1/1 2 2R U0NC 
dam ? dam É ) 


Er 00 
Jl P2,e-2* dx = +1.2.3...m.2mV/r (pr rooetrLil). 


Nous ferons remarquer, en terminant cet aperçu, que l’inté- 


grale 
x? 
Qn= Pr te 
[12 


est une autre solution de l'équation (3), en sorte que 
APy + BQz=0 


est l'intégrale générale de cette équation. 
Si l’on pose 
dn xn e x 
RENE dx! 


on aura 


il CHER SCT) dr 0" 
0 


pour toutes les valeurs du polynôme (x) de degré inférieur 
à À, on aura d’ailleurs 


; n'(n—1} 
CARE SRE RME | Lt 


es — G — Ji æn—1 + n—2 
il 


T2 
e ŒR, 
dx? 


+) Le + Rs 0, 


JE PA Een AT} fl R?e-xdx =[T(n +1). 
0 0 


XIII. — Fonctions de Bessel et de Fourier. 
Posons 

/ T x? 

RS 
| ACTE) AAA CE et NO CE 0 

(1) , 

| POS RAT LS URL HET MUNIE de te A2 
| RE RS TE Ce me D LL en D Ce 7: 
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nous aurons 


æn dvnr+i 
—— AN y = REA © + 
d: 1 1.2(7 +1) 


‘et, par suite, 


Le are a æMAn=1+ & = que 
PR ST ALES Ha 1.(R+1)  12(n+i)(n+2) 


Il en résulte 
d I d 


LS pes PE PET = 
dx x"-1 dx CARE A 


équation qui peut s'écrire 


ŒA» 
dx? 


TA n 
(2) 52 (RUES er 


a a? : 
Si l’on change æ en — >; on voit que, en posant 
4 


æ? æ4 
(3) By =1 + —— 2 — SE 
2,(927492)1 002 .4(270 F9) 74) 


"2 


dB, on+i1 dB, 
—- 


(4) dx? æ dx — B, = 0. 


La fonction B, est ce que l’on appelle la fonction de Fourier 
ou de Bessel. Elle a été considérée, pour la première fois, par 
Fourier (Théorie de la Chaleur, Chap. VD); on la rencontre 
dans diverses questions d’Astronomie et de Physique. Si l’on 
fait 2n + 1 — m et si l’on pose 


C è æ* 
LR © 2 + 
de (MI) 09.4 (M +1) 30 | 

on aura 


BC m dUy» 


dx? T'LAT 


— Cy =0; 
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le changement de x en æ /—1 montre que la valeur de la 
série 


5) D ST cs 
RS  , 
Ni s A(M+i1) 2.4(m+i)(m+3) 
salisfait à 


6 æD,, m dD». + 
si PEN ET PUE Cardl 


Revenons à la fonction A, :on a 


2 TZ T? 3? 
CRD = PRET RU 
l 1) 
LE x an—1 zh 
CE — — —, — ————————— ———— |1.2.3...n0 — 
| 3 GRO D (UE) de 
æ te 


= 1 


z(n +1) LU) CR LE SRI 


Multiplions ces deux équations membre à membre, divisons 
par & et prenons les résidus relatifs au point O0 : nous aurons 


S Dh pi (s+2) dv? 

1 13. Ni lt —— = de 

C 1 5 ACTE TU RE) 
xt À , (x? o , 

donc I est le coefficient de 3” dans le développement 


1° 


ni à s 
de e ‘/ suivant les puissances entières de 3 ou, ce qui 


nB, 


revient au même, est le coefficient de 32 dans le 


224: 
X 


< 1 
re : 
développement de ex :) En résumé, les fonctions À, B, 
C, D sont liées entre elles par les relations 


B;:(%)=— an (T) - 


Cm ED) Con+1(T) — B;(x) — Bm—1(x ), 
2 


Dh(x) — Cr Vÿ—1) a Bm—1( V— ! h 
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et l’on a 
l'A» dAR 
+(n+HI A 0 
dx? ( ) dx ( ? 
d2B dB 
ÉRATT +(an +1) 2e —%Bn 0, 
dm dCyn 
PT 22 OR 2 do 
d2 DA ab 
Ne re 0; 
dx dx 


Ces équations pouvant se transformer facilement les unes dans 
les autres, nous nous bornerons à étudier la dernière à laquelle 
satisfait la fonction D,,. Ecrivons-la ainsi : 


(1) 


En vertu des théories de M. Fuchs, le seul point critique à 
distance finie est le point o : l'équation fondamentale déter- 
minante est 


a(x—1t)+am=0o 
ou 


+ (m—i1)a =0; 


ses racines sont 4 —0, 4 ——(m—1);1l y a donc une inté- 
grale monodrome et une seconde intégrale monodrome si m 
est entier. La première intégrale est la fonction D,, : pour 
calculer l’autre, nous poserons 


J= UN (1 + QT + ax? +...), 


d 

a = — 2x [(m—1) + a(m—2)x + a(m—3)x? +...|], 
d? 

_ = œ70R+UT(m — 1)m + a(m—2)(m—1)x+...], 


et, portant ces valeurs dans (1), nous égalerons à zéro les 
diverses puissances de x; nous aurons ainsi les «@ et par suite 


æ? Œ* 
2 a—(Un—1) pee UT en UT Le. eee die es AUS 
Ÿ | T'en) et eee) 1 
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les deux intégrales distinctes de (1) ont donc le point à l'infini 
pour point singulier essentiel; elles ne sauraient donc être 
racines d'équations algébriques. La fonction D,, peut s’expri- 
mer au moyen d'intégrales définies. En effet, on a 


1 
[ cos?iz sin”? z dz 


./ 0 
T 


RSS M 
) sin” 3 dz, 


_ (m+2)(m+4)...(m+oi) 


ainsi qu'on le vérifie bien facilement par l'intégration par 
parties; on en conclut, en changeant mn en m —1, 


1 j5 
[ cos2iz sin”—13 dz 


0 
1220: La) € 


£a (m+i)(m+3)...(m+ai—i1), 


14 
cos?iz sin—1 3 dz 
Ïl 


(m+i)(m+3).. ORDER EEE 
ain [7 sin/—1 3 dz 


sin”—13 dz 


et, par suite, 


S1 Pon porte cette valeur dans la formule 


x? VA 


D == = —+- —— 
# 2(M+1) : 2.4.(m+i)(m+3) 


on trouve 


vin 
1 cos ix sin—l 3 dz 
gi 
Dre +" _— ; 
MI — a MO NE CN LILI 
GR A 


DL Tr 
[ sin”—1 3 dz 
0 


T 


TH 
Ds f sin”—1 3 dz 4 cos(æx cosz)sin”—13 dz; 
0 0 


ou bien 
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donc 
TH 
e2 f cos(æ cosz)sin”-13d3, 
0 


ne différant de D,, que par le facteur constant 


T 
f sin”—13 dz. 
0 


est une intégrale de équation (1). Cette équation peut donc 
être intégrée au moyen d’intégrales définies. On peut poser 


COS zur 


la formule (2) devient alors, au signe près et au facteur 2 près, 
1 m—2 
VE cosuxæ(i —u?) ? du, 
0 

en sorte que, si l’on pose 

1 
(3) Nr fo cosux(i— u?)}?-1du, 

D 


V, sera une intégrale particulière de 


dy op dy 


dx? x dx 


— 
ES 


Les fonctions V, sont exprimables en termes finis quand p 
est entier. En effet, l'intégration par parties, appliquée à la 
formule (3), donne 


1 © 
sin uv 
Vo = /. (1— u?)}P-2u(2p — 2) du 


el, en répétant celte opération, 


1 
0 


T 


1 
cosux 
+ f - {i--u?)p-2(2p — 2)du, 
7 0 


T 
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ce que lon peut écrire 


à ….  2p—2 ,  (2p—2)(2p —#) 
Ve 0) Pre 
Av (2p—2)(2P—4) 
PEN Let. ir ge NUE 

dT* 


NV = NVp-1(2p —2)(2p —3)— Vp-2(2p —2)(2p — 4). 


Les fonctions V sont, comme l’on voit, des fonctions de 
Sturm ; d’ailleurs on a 


: d sinæ 
Ve cosux du = ) 
à æ 


1 


V; =yl cosuæ(i1 — u? )du — 
0 


SINT — 2% COST 


x < 


ce qui permet de calculer V, de proche en proche, et l’on 
voit que l'équation (4), et par suite (1), ont pour m2 pair une 
intégrale exprimable en termes finis. L'autre le sera alors au 
moyen de quadratures. On peut donner une autre forme aux 
fonctions V,; si en eflet, dans la formule (3), on fait ux — v, 
on a 


do 
p—1 


[4 
FU : ANT NN 1 Lean 
Vols cosp(x o?)P _ 
0 


et, en intégrant par parties, 


L 


TL 
D — 1 k 
V5 À Je sin p(x? — p2)P—29 p dv. 
0 


æ2?2P -1 
V æx?P-1 
POSAD UE Es onta 


du 
(of > ff simp(x?—p2)}—29 0 dv; 
0 


faisant ensuite * = uw, on à 


x? 
(oé= [ sin ÿu(æ?—u)r-? du; 


La 1) 
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on a donc (p. 135, t. IIT) 


U Hop est = 
ENT Pet ne jh ‘1 .. sinyz?dr?dx?..., 
19,9. DÉS 0 


le nombre des intégrations étant p — 1; donc 


2? JL 
= 1h sinyaide = f 2% SinT d#, 
4 3 # 
== = 2 
Use 4 f & fl æ sin x dx?, 
0 0 


L L E 
Ur= s 2) fi aff x sin? dx, 
0 0 0 


d’ailleurs ÜU, — sin x. 

On a donc ainsi un nouveau moyen de calculer sous forme 
finie l’intégrale de l’équation (1). Ces remarques sont de 
M. Hermite. (Consulter les Ouvrages de M. Neumann, 1867, 
Lomel, 1868, Sur les fonctions de Bessel et de Fourier, 
un Mémoire de M. Heine, Journal de Crelle, t. 60; la 
Thèse de M. Nicolas, 1882, insérée dans les Annales de 
l'Ecole Normale.) 


XIV. — Équation de Riccati. 


On appeile ainsi l'équation (p. 62) 


dy 
+ ay? = ban ou a —— + a2y? = abzxn. 


dx 


dy 
(1) 24 

dx 
Elle s'intègre, comme nous allons voir, à l’aide des transcen- 


dantes de Bessel. Si, en effet, on pose u — e/2rdr où 


TA 
Msn Er AD = TAS 


on trouve 


du 


(2) rs RUES 
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telle est la transformée obtenue par Euler. Posons 


CAE A QE 
nous aurons 


2 du D — TI du 
Ve —2 as PCR ) DPT2 —— — Agmu —0; 


k2 de? k dt 


ME 2 ASC 
posantalors m —2p — 2,p = ——; 0ona,;endivisantparæ”, 


2 dur — 1) di 
10207 QU AEe 1) u 


a MP PAU 0. 
k2 dt? k dt 
I A CR LE Le PU 
Observant que æ7? = — he t1iNIent 
q (E pers P à , V1e 
du Un m Itau K? A æ 
de? m+2 t di P? 


HA GA 
PAM LME) 


l’une des équations 


on fera alors — +1, et l’on sera ramené à 


du. m 1 du 
= — TU —= 0 
din Eh 1 dt ; 
qui définissent les fonctions de Bessel ou de Fourier. Donc, 
. nm . 
toutes les fois que ——— sera un nombre pair, on pourra 
TUE 


intégrer par les fonctions algébriques et trigonométriques 
l'équation de Riccati. Si l’on pose 


on en tire 


St 5 ELLE LR 
 :1—2K 122 K 


telle est la forme que doit affecter m pour que l’on puisse 
intégrer en termes finis. 
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Quand on connaîtra w, on aura y par la formule 


l'AC FR CL 
ae = — —— JO20_U 
4 LIT CS 


a udx 
formule qui ne renferme plus qu’une seule constante arbi- 
traire. D'ailleurs l’équation de Riccati est une de celles que 
l’on sait intégrer quand on en connaît une solution (p. 62). 
On ramène à l’équation de Riccati et par suite on intègre 
au moyen des fonctions de Bessel : 
1° L’équation 


dy 2 mit DIT . 
D by?xi— ax? = 0; 
n+1 À 
en posant 5: — 7, elle devient alors 
nm +1 
AViat Re D UE. RCI 
E pheNU ne azP + 0 y?, nes 
2° M. Fouret a trouvé que l'équation 
(A) (H + L)(xdy — y dx) — Mdy + Ndx = 0, 


où EH est homogène de degré p — 2 et L, M, N homogènes de 


degré p, se ramène à l’équation de Riccati en changeant x 
sin Ô 


u I cos 0 
en -etyen —, ou encore en changeant x en —— et yen 
z Z re u 


Quand H—o, l'équation (A) devient linéaire par une 
transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées 
polaires. 


XV. — Étude des fonctions de Gauss. 


L'intégration de l’équation très générale, où A, B, ... 
sont des constantes, 


d'y 
dx? 


(1) (Ax?+ Br + C) +(D2+E) S'+Fy =, 


se ramène à l'étude d’une série remarquable dont les princi- 


LE 
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pales propriétés ont été signalées par Gauss; nous allons 
nous y arrêter quelques instants. 

Au moyen d'une substütution linéaire + = az + b, on 
transforme cette équation en 


[Aaz+(24ab+aB)zs+Ab+Bb+C] Gt 


Q 
LA] 
1 


+(Ma+N) © DAME 0, 


M’, N', P’ désignant de nouvelles constantes. Or, «1 l’on 
choisit & et b de telle sorte que 


Ab+Bb+C—=o, Aa?— —(2Aab+aB), 


sans prendre & — 0, et si l’on remet x à la place de z, l'équa- 
ion proposée prendra la forme 


(2) Ce) D +(Me+N) S'+Py=o, 
M, N, P désignant encore des constantes d’ailleurs quel- 
conques, comme À, B, C, D, E, F. 

Cette équation à pour points singuliers possibles les points 
0,1 et w : l'équation fondamentale déterminante est, pour le 
point o, 

a(a—1)+—Na=o 


et pour le point 1, 


a(a—1)+(M—+N)ax—=o; 


nous pourrons donc développer, suivant les puissances entières 
et positives de +, une intégrale de l’équation (2); le rayon de 
convergence sera au moins égal à un. Pour qu'il y ait une 
autre intégrale monodrome autour de l’origine, il faut que N 
soit un nombre entier : celte intégrale sera aussi monodrome 
autour du point 1, si M est entier. | 

Cherchons l'intégrale monodrome autour de l’origine; à 


L, — Traité d’Analyse, YV. 15 


(3) 
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cet effet, posons 
V = + TH TH. anti. .., 


dy 
SPA d+2dT+...+ nant TI+..., 
[4 


dy 
Tien 1.242+92.343Tt+...+n(n—1)anær 2+...; 


portons ensuile ces valeurs dans l’équation (2); nous devrons 
avoir l'identité 


[1.24 +2.3a;3% +3.4a,;x? 
+... .+(n—1)nant" 2... ](a?— x) 
+(+2@r +... + nant 1+...)(Mz+N) 
+(G+T+...+ ant")P —=o. 


En égalant à o le coefficient de x”, on a 
anP + nanM+(n+i)anriN+n(n—1)an— n(n+1)anr1 =0 


ou 


NAN EE Pg MAPEN OPEL) Eee ni (MENÉS RS 
PTE, nn EN) ER ED NME EN ARE 


as est d’ailleurs arbitraire. L’équation précédente peut 


s’écrire 
(n+a)(n +6) 
Œn ANR ESS en 20 OU 
n +Y 
en posant 


M—i=a+f, PTE N = — y. 
Si l’on fait alors a, — 0, on voit que la valeur de la série 


(a A) PUB ie 


26 
Hi VESTES 1.2. YCY +1) Vie 
,aCa+1)...(a+ n'a) (Brer) (Pont 


LI 029 Je VEN MERE) 
est une intégrale de l'équation 


dy 


dx? 


(a2— x)+[(a + B+u)e — y] +87 = 0. 


Re 
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La série (3) a reçu le nom de série hypergéométrique; 

elle jouit de propriétés curieuses que nous allons étudier. 

Mais d’abord, pour en finir avec l'équation (4), nous ferons 
observer que, si F(x, 5, y, æ) est une solution, 


DR UE NL mn EN en 9 D en 2 2) 


est une autre solution, ainsi qu'on peut le vérifier en posant 
y = xWz, et en développant en série l'intégrale de l'équation 
en z. L'intégrale de (1) la plus générale est donc exprimable 
au moyen de deux séries. 

La valeur de la série hypergéométrique (3) peut être mise 
sous la forme d’une intégrale définie dans un grand nombre 
de cas, ce qui fournit une nouvelle forme de l'intégrale de 
l'équation (4). 

Tous les calculs que nous allons faire supposent satis- 
faites certaines conditions de convergence et de continuité 
dont le lecteur s’apercevra sans peine, et sur lesquelles nous 
n’insisterons pas. 


On a 


a(a—+ 1) 


(8 4 
(i—uT) a =i+ = uT+————— 1? 
I N.92 


CE CIE 
a(t+1)...(t+n—1) 


5) 


1.2.9... 7 


UT +, ,... 


Multuiplhions par w?=1(1 — u)1-' du et intégrons de o à 1; 
nous aurons, en appelant B(p, g) l'intégrale eulérienne de 
première espèce, 


1 
4 Qi uæ)r (1 — u)2=lur-idu 
0 


= B(p, g)+=æB(p+1,g)+... 


a(a+i).. (a+ n—1) 
RO PTE 


æB(p+n,q)+...; 


or on a, en appelant l'(p) l'intégrale eulérienne de deuxième 
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espèce, 


B(p: g)— 
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r(p)T(q) 
T(p +)" 
#,, T CD SE NNO Ne PS EL (0) Een) 
PAR En re 2 Ni) 7 CON 
T(p2 70e p(p +1) r(p)r(g) 


B(p +2, q)= 


CR] 


T(p+g+2) (p+g)(p+g+1) I(p+q) 


e 9 © 0 0 = 6,0/0/0 0 se ©! ne telles el e1 6e 016 + à ee c'eta lee eo ele) el ve /s ve che ae 


La formule précédente pourra alors se mettre sous la forme 


ee 1 
rs | (i— ux)-{(1—u)-tur-1du 
0 


r(p)r(g) 
DA PIE AE. 
_1p+g 


Ron on nl p(p+1)...(p+n—i) 
110: 


LUE PAT pp +1) 


a 
1.2 (p+—g)(p+gqg+i) 


D ee (p+qg)(Pp+g+i)..(p+qg+n—i1) 


a 


En faisant alors p— 5, q—7—$,0ona 


Diop) 


T(BIT(Y — 8) 


1 
(i— ur) AuB—1(1— u) 8-1 du = F(a, B, y, +); 


il en résulte que 


(5) 


1 
f (i—uxg)-tub-1(1 — u )Y-B—1 du 
/0 | 


“est une intégrale de l’équation : 
$ { 


. . 1 . 
En particulier, pour Y—=1,a<+$—=1, af — ;; on voit 


4 


que l'équation 


(6) 


dy 


dx? 


{ 
(x?— x )+ ce (2@ — 1) + yo 
mn 


dx 


a pour solution 


ou 


; 1 ARE 
il (i— u) ?(1—ux) ?u ?du 


A0 


fe du 
ê Vutie u)(I— ux) 


TN +... 


él oéctete ci D 
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L’équation (6) peut se mettre sous la forme canonique 


et l’on voit que, si f(æ) est solution, /(1— x) est solution 
aussi, en sorte que l'intégrale complète de (6) est, en dési- 
gnant par À et B des constantes, 


l du du 


| Vauwuue) Vubre lien tu) 


ou, en posant w — z*?, 


1 = 
f ae Pie NN ES 
Va —z)G 2722) = à Vi 32)(1—1—x2?) 


Liouville, sous le pseudonyme de Besge, a fait connaître 
dans son Journal des équations remarquables qui se ramènent 
à la précédente. Si, en effet, dans 


Py #” 
Ni dé (re 
on pose 
Lt 10 Hé 
= DS ———— 7) 
è V1 — a? 


elle devient 
dy dy 
(æ — x) ne + (1 — 37?) To LV ane 0) 
laquelle se réduit à 
Uy 


Gate) T7 +29 D + yo 


quand on pose x — \/4 et que l’on change ensuite # en x. 


Si dans l'équation (4) on change £ en at ou en at tr 


230 CHAPITRE IV. 


on voit que l’on peut intégrer les équations 


dy En y 
dt?  (eat+ eat}? 
TIMES a2y 
dt?  4cos?at 
et, par suite, aussi 
dy a?y 
dt? __  A4sin?at 
XVI. — Intégration d'une équation remarquable par les fonctions 
de Gauss. 


Liouville a remarqué (Journal de l'École Polytechnique, 
XXI° Cahier, p. 185) que l'équation linéaire 


dy 
dx? 


S 


+(r+ga) + (p+ na + mat)y =0 


9 = x 77 Le , là sur. on 
pouvait se ramener à l'équation étudiée au paragraphe précé 
dent en posant 

f(a+$3x)dx 


y =sze , 
z désignant une nouvelle fonction inconnue et «, $ deux con- 
stantes. En effectuant le changement de variable, on trouve 


d? z dz 
“PE +[(258+g)r+a2as+r] “es 


+ s[a(s82+ Bq+m)+x(2afs+ag+Br+n) 
+sa+s$+ra+p]=o; 


S 


or on peut toujours disposer de « et $ de manière à faire 
disparaître les termes en x? et en x dans le coefficient de 3 : 
l'équation se ramène alors à l’un des types étudiés précé- 
demment. 
L'équation 
(max3i+ nr?) _. +(pz+qx) 2 + Try =0 


se ramène au type étudié au paragraphe précédent en faisant 
[ 
r 


æ — :- (Liouvize, loc. cüt.). 
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XVII. — Propriétés de la fonction F. 


S1 dans F(«, 6, y, x) on convient d'appeler paramètres 
les quantités «, $, y, et si l’on appelle fonctions contiguës 
deux fonctions ne différant entre elles que par un paramètre, 
ce paramètre étant dans l’une de ces fonctions égal au para- 
mètre correspondant dans l’autre augmenté de un, on pourra 
énoncer le théorème suivant : 


La fonction F(a, P, y, x) et deux quelconques de ses 
contiguës sont liées entre elles par une relation linéaire 
et homogène ayant pour coefficients des polynômes du 
premier degré en x. 


Nous établirons seulement une des quinze relations que 
fournit l'application directe de ce théorème. Nous aurons 


(a+ bæ)F(a—t, B, y æ)+(a+0'e)E(a, 8, y æ) 
+(a"+ b'x)F(1+ a, $, y, x) 


= Ÿdar(p+qn+rn+s). 


P; 9» r, S Ont des valeurs indépendantes de x et n, mais con- 

tenant «, B, Y: En annulant P; q; r, S, On aura quatre équa- 

tions pour déterminer &, a’, b, b',c, c’ ou les rapports de ces 

quantités; l’un d’eux sera même arbitraire, mais le calcul 

montre que l’on doit supposer «” = 0. COUT D: 
On peut remarquer que 


(Gi+æ)}t=F(—n,1,1, —x), 


ÿ 
CHAN NU 1, + > 
m 


pour nm —= ©, 


Lo D) EEE (LT 202); 


Gr) Eté B, Ÿ t)=— F2, y — 6, Y: DE 
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on vérifie également la relation 


F(a;188y;07) (RE) CE 


Fa, B, Y+1, 1) Amen) 
et par suite, en changeant Yen ÿ +1, y +2, ..., 


F(a, B,y+1,1) e en ed rm Am à 
F(a,:6; 2, LR CNE ES ET) 


En multipliant ces formules membre à membre, on a 


Fe Bas D QE) AT rt A EE 
F(a,B,y+n,1) a (Y+ 1)... (+n)(y—a—B+r)...(y—B—a+n) 


ou 


Fa, B, y; 1) 

F(a, $,y+n,1) 
Ty ne ve) DOTE) F(r)T En) 
De T(n)T(n) L(y+n+i)T(y—-a—-8B+n+i) 
NT ITR 
T(y+n+i)T(y—a—-$+n+i) 


si dans cette formule on fait » — , on trouve 


PL ID EE) 
Fa, B, y, 1) = BRU" EN 
(=) TOYS 00) 
relation remarquable entre les fonctions F et les fonctions 
eulériennes. 
La série très générale de Gauss est un cas particulier de la 


suivante, dite série de Heine (Journal de Crelle, t. 32), 


ge) 7h) 

(ER) GES 7 

(re 40) 0 mag EE PJ G HET 
(Qi) ASE NE Te 


Pa B; Ys 9 T)=1+ 


das 


On a, en effet, 


; p(æ, B; 7: 1,æ) = F(a, B; Ÿ æ); 
On à aussl 


(a, B, V 9» æ)=œ(a, 5, Y» 9; qæ) 
OP Cure mL am Li) 
LEO 


TOC LBEATPEE L 2) 
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XVIII. — Emploi des dérivées à indices quelconques. 


Considérons l'équation à laquelle satisfont les polynômes 
de Legendre 


DAV NE I LV TA 
CAT pre + A(RHF1)Y —9 


(1— x?) 


et que l’on sait intégrer quand n esténtier. Supposons main- 
tenant 7 quelconque et posons (x désignant un indice quel- 
conque entier ou non) 


dbz 
ETAT 
elle deviendra 
| dura d! AA CR db: z 
I— T2 TOUTE = 
dxt+?2 dxt+1 dxt 
Prenons la dérivée d'ordre — u des deux membres : nous 
aurons (t. 1IT, p. 493) 
( à) ca dé (+ Air + n(n +1) (e 
1—1%T° DR LOUE 1,3 —=9D—— A 3 a) 0): 
dx? SUN FT RC ) dx 
on réduit cette équation à 
d?z ds 
1 — ZX? LONT—— —=0 
en posant 
(1) n(n+i)—u—u—=o ou M=n+HI, 
d’où l’on tire 
dz 
ta (TEL), 


Æ désignant une constante, et par conséquent 


dn(x? 2 1)2 


er dxn 


L'équation (1) donne une autre valeur de ue qui fournirait une 
seconde valeur de y, qui nous est d’ailleurs inutile, notre but 
étant seulement de montrer que la dérivée nie de (x? — r)a 
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est une solution de l’équation proposée même quand » cesse 
d’être entier, mais on ne voit pas très bien à partir de quelle 
limite il convient de prendre la dérivée en question; pour le 
voir, reportons-nous au calcul fait page 200 : nous y voyons 
que l’expression 

RE er AP 


[| 
zn 2T DT (3 EEE" D) 


satisfait à l'équation (1), et cela quel que soit », pourvu que 
le contour d'intégration soit tel que 


RAT 32—1)?+1 É 
RE Ë -- D | ne 


soit nul : 1l suffit pour cela que le contour se compose de 


deux lacets ayant même entrée et pour points criliques æ et 
l’un des points — 1, ou +1. 

Une remarque analogue peut être faite au sujet d’un grand 
nombre d’autres équations : ainsi nous avons vu que le poly- 


nôme 
à d're-x* 
Pr = ee ——— 
dx 
satisfait à l’équation (p. 214) 
&y dy 
—9X —— AU — I 0: 
dx? dx 2 ( y 
L'expression 
dnre—x? 
ex? 
dx 


continuera à être une solution particulière de la même équa- 
tion quand n deviendra quelconque. La valeur de la dérivée 
qu'il faut prendre est, à un facteur constant près, 


Cu 
ÿhz Er 7 JPtE dz, 


prise le long d’un lacet ayant son origine à l'infini et le 
point æ pour point critique. 
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XIX. — Équation de M. Moutard. 


M. Moutard a étudié l'équation très générale 


— Ày =o, 


dy dlogw(æ)]| dy 
(1) arme 12 


w et À désignant des fonctions de x et À une constante. Si 


l’on pose 
ur 
lee AV: 
2 
| 2 TARA RAM 
dx? dx 14 


et, en différentiant par rapport à x, 


__dy1 dr d logwÀ d logwÀ 
Àyi = Pr de PE (2 h + SENTE )+r 7 SE 


c’est-à-dire 


d y: a ( | PB) 1 
(30 PRE) pe CRT rer —Y1l =0, 
formule où l’on a posé 
d'logwÀ 
(4) je niee SEEnS 


L’équation (1) se transforme donc dans (3), qui est de même 
forme, par la substitution (2). Opérant sur (3) comme on a 
opéré sur (1), on la transformera en 


dy , dYe dogwl: DA 
a + 0 (oh 4 ES )--sha=0, 


d? logwÀÀ: 
dx? 


Àe — die 


‘5e rc tt 
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et finalement, je suppose, en 


(5) e. + (a+ Pret A) dr —0: 
Si l’on avait À — 0, y, s’obtiendrait au moyen d'une qua- 
drature et la valeur de y elle-même s'obtiendrait par une 
suite de quadratures. (Mourarp, Comptes rendus, 1875.) 

Pour faire une application des principes précédents, nous 
considérerons l'équation 


dy dy d'log c THEM) EN 
a + (ah+ es ) AUTOS AA 


? 


c désignant une constante, laquelle fournit la transformée 


y dy Ale 
——\2h+——— ]=0 
dx? dx dx 
Où 
dy: dy ER 
PRET (2% — AC 
et cela en posant 
x? 
F1 n(n En? 6 
on tire de là 
dy — Czx? e—2?2hx 
dx 
ou 
Ce-2hzx ; or 
2 DR NENT De ere 


a et C désignant des constantes; on en déduit y. 

Le cas où À» —o n'est pas le seul où l'équation de 
M. Moutard soit intégrable, et il est clair que, pour que cette 
équation soit intégrable, il suffit que l’une de ses transformées 
(5) le soit elle-même. 


XX. — Équations de Laplace. 


Nous donnerons ce nom aux équations linéaires sans se- 
cond membre dont les coefficients sont fonctions linéaires 
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de la variable æ, parce qu'on peut les intégrer au moyen 
d’intégrales définies, à l’aide d’une méthode imaginée par 
Laplace. 


Considérons l’équation 


n—1 


Sr an d 
(1) a (anœ+ Bn)+ (ani € + bn }+..+ y (ar + bo) = 0, 


dans laquelle &4, &1, ...; bo, db, ... sont des constantes. 
Si l’on pose 


er 
RE Î o(a)eux da, 


/% 
cette équation prend la forme 


œi 
ef o(a)ext|asat + an yat-1+. . as | dx 
œ 


0 


O 
el Creer O a D cr Gr = 0; 
er) 


en posant 


p(a)(anat + ansat l+,,.+ ao) = G(a), 


o(a)(bran a On-1ar—1 SE bo) —= H(ax), 


cette formule devient 


er 1 
æ |. G(a)exx da + [ H(a)e*x da = 0 
do . 


Lo 
ou, en intégrant par parties, 


du a 
| G(a)enr+ f [H(ax)— G'(a)]e*x da = 0. 
01 %o 


0 


On satisfera à cette équation en prenant 
q P 

(2) Galet eo; 

(a) G(a9)e%% = 0, 


(4) H(a)— G' « —0. 
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A cet effet, on pourra d’abord intégrer l’équation 


G'(x)— H(x) =0o 
ou 
d 


da 


p(a)(anat+...+ do) = p(a)(brar +... + bo), 


qui est linéaire et du premier ordre en w(4); elle donne, en 
posant apat+...+a = À, byat+...+ b,—=B, 


À CARE 
da SC 
ou 
lez 
ice TS 


C désignant une constante. Quant aux équations (2) et (3), 
on y satisfera en prenant pour 4, et «, deux racines quel- 
conques de l’équation À — 0. 

La méthode de Laplace tombera en défaut toutes les fois 
que l’équation À — o sera de degré o ou 1. Il y a plusieurs 
moyens de tourner la difficulté : si À est du premier degré, 
on pourra prendre pour &, la racine de À —o et pour &, la 
valeur — +; si À est une constante, on transformera l’équa- 
tion proposée en posant 


y —=zePx, 


p désignant une constante. Alors on aura 


H=er(T ps), 


dy 00 de d'n 3 n a PA 0 
1e DS PR ALU NRA VAE AE rvS Fa ep x 


en substituant ces valeurs dans l’équation (1), on obtient une 
transformée de la forme 
dr z 


dx" (Be +Yn)+...+ 2($0T + Yo) 0, 
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dans laquelle les $ et les + sont des constantes : c’est encore 
une équation de Laplace à laquelle on peut appliquer les 
procédés que nous venons d'indiquer. ( Voir un Mémoire de 
M. Spitzer, inséré au Tome 54 du Journal de Crelle.) 

La méthode précédente peut s'appliquer aux équations qui 
définissent les fonctions de Bessel et de DOTE et par suite 


à l'équation de Riccati modifiée. 


XXI. — Emploi des dérivées à indices quelconques pour abaisser 
les équations linéaires. 


Considérons l’équation linéaire 


dr dn—1y 
(1) Pa De Pet ect Po = 0, 


dans laquelle P; désigne un polynôme entier de degré t en x. 
Essayons d’y satisfaire en posant 


dt: 3 
re 
ce qui la transforme en 
dn+tz d'+b-13 dt z 
7 dan+v. DR TE T 0 QU 2e ra FPT DA 


Prenons les dérivées d'ordre — x des deux membres; nous 


aurons 
d' z d'—1z 
(2) AT dr TE A» 1 Ain n sb A0 2% AO 
Dans cette formule on a 
NES U(R+I)., L(u+t)... (M + n—1) 
D Rendre cv 


P', + a, = P' — 


si l’on pose alors À, — 0, on aura une équation algébrique en 
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: : dz 
e .] g LL té Kad 
u qui permettra d’abaisser 1 équation (2) en prenant x pour 
inconnue. 
Si nous appliquons cette méthode à l'équation 


l'équation en p se réduit ici à du +1 —=v et l'équation en z 


devient 
d?z RER 
D dns TURN 
ce qui donne 
dz C 
SEA Een, 3 = clogx + c", 


Te " 
V=crlosr cr 


c, c', c” désignant des constantes. 
Une légère modification de la méthode précédente permet 
d'intégrer l'équation 


HER LA 
| pi nr TE ve AE fs, dant 
/ es 7W j GTS ; 
(a) 4 PS ENNECRET < F7) PTE 
LMP (PRe LE re AE En 
| 1269 FRS CE 
Il suffit, en effet, de poser 
nids 
m/7TE 


et l’on a, en différentiant — u fois, 


dn x dn-—1z 
A PRE PE mA ni et A0% 0, 
An — ALTER 


Are SN QU (x) LE : 


ARR A) me 


NO mA eee ce (6 pet 0 Am mme D 1 node 2) 


| EE ER 
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si donc on prendp—u—noum—p—n,ona 


ù . dnz Vs RUE ER 
RO 2 F'(3 dar St ele oct Fake = 0 
ou 
Sep (Z)z ]=o, 


c'est-à-dire 
F(æ)3 = o(x), 
o(x) désignant un polynôme arbitraire de degré nr — 1.11 en 
résulte que, si &, b, ...,{ sont les racines de F(x) —0, on 
pourra écrire 
3=A(x—a)y1+B(x—byt+...+L(x—1)"1, 


A,B,...,L désignant des constantes arbitraires et, par suite, 
en différentiant u — p — n fois, 


y =A'(x—air1+ B'(x—b}-p1+..,+L'(x—1}r-p-1, 


Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée. Cette 
méthode est encore applicable quand F(x) = o a des racines 
multiples. 

La méthode précédente permet, comme on le voit, d’in- 
tégrer l'équation de Gauss au moyen d’intégrales définies. 


XXII. — Intégration d’une classe particulière d'équations. 


La méthode que nous venons d'indiquer pour intégrer l’é- 
quation (3) du paragraphe précédent n’a pas en apparence 
une grande importance, eu égard au résultat obtenu qu’il 
était peut-être facile de deviner: mais elle nous permet d’aller 
plus. loin. 

Désignons, pour abréger l'écriture, par 06 [F(x), y] lex- 
os 


PRE dm=1y :p(p—1) dm 
F(x) an NT een En ae Ent 139 RE rer) 


Ten 
RAT ENC TT FRONT 


L. — Traite d’Analyse, \. 


10 
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et considérons l'équation différentielle linéaire 


(1) OnLF(x), y]+0%[G(x),y]+...=0, 
dans laquelle m, n, ..., p, q. ... désignent des constantes 


et F, G, ... des polynômes de degrés m, n, ... respective- 
ment. Supposons les nombres m, n, p, q, ... assujettis à 
satisfaire aux équations 


LED IEEE ETS 

posons 
| draz day. 
(2) Y=ara Tds 


nous pourrons mettre (1) sous la forme 


dm dr 


Tam LF(a)z]+ 2 [G(x)z]+...=0, 


et, si l’on suppose m > n >> ...,0on pourra intégrer un certain 
nombre de fois et abaisser ainsi l’équation proposée. Suppo- 
sons, par exemple, les quantités m, n au nombre de deux et 
m=n—+I; on aura 


d 

x LF(æ)z]+ 2G(x)= g(x), 
o(x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — 1 : cette 
équation peut s’écrire 


dz 


F(z) LE 


+ 2[G(x)+ F'(x)] = y(x) 
et s'intègre par des quadratures; 3 une fois connu, on en dé- 
duit y. 

XXIII. — Équation de MM. Scherck et Lobatto. 


L'équation (de Laplace, p. 236) 


dn y + 
(1) PTE 


a été étudiée par M. Scherck (Journal de Crelle, t. X) et 
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par M. Lobatto (id., t. X VIT); voici la solution de M. Lobatto : 
il considère l’équation plus générale 


dry 


HR 


(2) 


a désignant une constante, et 1l remarque que l’on y satisfait 
en posant 


© zn-+1 
ÈEe aa | e "+lezxx d3z, 
0 
4 désignant une racine de l'équation binôme 


œ'i+1 — | — 0: 


Or la différence de deux intégrales particulières de (2) est 
une intégrale de (1); donc 


sn+ti 


a 
M a [ e n+l(ezx — yezx2) dz 
0 


sera une intégrale de (1); les autres s’obtiendront en attri- 
buant à &« ses » valeurs imaginaires, de sorte que la valeur 
générale de y sera 


o Z 
Vè ù Ji e n+1 (e3X — gezxX) dz, 
0 


le signe Ÿ s'étendant à toutes les racines de l'équation 


œt#1— 1, (Voir un Mémoire de Jacobi, Journal de Crelle, 


LENS 
XXIV. — Équation de M. Kummer. 


M. Kummer a résolu l'équation plus générale 
(1) DAT D QE 


(Journal de Liouville, 1"° série, t. IV, et Crelle, t. XIX) : 


à cet effet, 1l la différentie et trouve 


dirty 


dxnr+1 


dy 
= MAN 1y + gMm 2, 
4 dx 
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on Y satisfait en posant 


um+n 


_ En SRE d'i+1 d ; 
== a) + — gm— ’ 
Mis u e V(ur)du, ein à d; 
0 


el l’on est ramené à une équation de même forme dans laquelle 
l’exposant de x est diminué d’une unité et à des quadratures. 
(Le cas où m — 2 avait déjà été traité par M. Kummer dans 
le Journal de Crelle, t. XII, et par M. Lobatto, même Recueil, 
LANCE 


EXERCICES ET NOTES. 


J. On a, en appelant X, le polynôme de Legendre, 


qene LL 1 3m x 
2 mn Er TOUR RUCILe) R 
5m{m —1) s 


RTE TE PEN OA 
7m(m—I1)(m—)2) se 
(mme 2) mes Te ) 


2 AVES De 7 
109 — —— —=1+ —— X, + No EE 
“HR FÉES DAS TS 


(BauER, Journal de Crelle, t. LVI.) 


X3+.... 


2, En appelant toujours X, le polynôme de Legendre, on a 


TL Tr LC 
Xn + Xe Xe f Xrde+ Xi f Nat +... —+ x, Xodæx.: 
2 1 23 
(CATALAN, Académie de Belgique, 1880.) 
3. Ayant mis un polynôme F(x) sous la forme 
AmXm + Am-1X m1 +... + Ao Xo = F(x), 


A0, A1, ... désignant des constantes et X5, X1, ... des polynômes 
de Legendre, le nombre des racines de F(x) = o égales ou supérieures 
à un est au plus égal au nombre des variations de la suite 


À ms À yn—1 OMMEE) A0. 
 (LAGUERRE, Comptes rendus, 1881.) 


ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


245 
4. Soit, en appelant &o, &1, .. 


. des coefficients constants, 


NP RAR C2 dn 
RSR — Rae 
à SAS J 
on peut trouver une fonction f(æ), telle que 
+! f(æ)dx 
TASER CN AM 
SEAT) Slug À 


(NiemüLer, Zettschrift für Mathematik und Physik, 1879.) 


x 
5. Si l’on forme les dérivées successives de la fonction e*; on trouve 


“il je 
dre? x ex 
dx Si n—1 a? ? 


V, désignant un polynôme du degré 7 —1 en æ; prouver que ce 


polynôme satisfait à une équation du second ordre linéaire et étudier 
cette équation. On l’intégrera même dans le cas où z n’est pas entier. 


6. Si l'on veut une fonction o(«), telle que 


il suffira de prendre 


. 


e(0)= [ext (0) 
0 


27 


J et o sont ce que Cauchy appelle des fonctions réciproques. 
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CHAPITRE V. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR NON 
LINÉAIRES. 


I. — Quelques règles générales. 


Quand une fonction renfermant n constantes arbi- 
traires satisfait à une équation d'ordre n, elle est la 
solution générale de cette équation; il en est de même de 
toute fonction implicite donnée par une équation non 
résolue renfermant n constantes arbitraires. Ce fait a été 
établi plus haut (p. 12). 

2° Lorsqu'une équation différentielle contient seulement 
la variable x et des dérivées de la fonction inconnue y, 
sans contenir cette fonction inconnue elle-même, elle peut 
étre remplacée par une autre d'ordre moindre. 


Il suffit, eneffet, d’y faire $ De = letd’y considérer y/comme 


Lee. a se trouveront 
dx?’ das °° 


RATE fonction inconnue : 


. ] dy” RE 5) ’ [ 
remplacés par 2; er +..3 lorsque l’on aura calculé y’, 
dx 


s’'obtiendra au moven d’une quadrature. 
à q 


3° Lorsqu'une équation différentielle ne contient pas 
explicitement lavartable indépendante x, on peut toujours 
la remplacer par une autre d'ordre moindre d’une unité. 


En effet, considérons l'équation 


(1) 


dy dy any). 
r (7, Ÿ, dx?” rs Dr)=e, 
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dans laquelle y désigne la fonction inconnue : posons 


nous aurons 


LRO LINE ARS ACT APR RE 


CR ES y EL EN LV J 


CAS RU SU ACTA LOS VAR LC sl (EE )r 
dl AE } Mari 


Cr LS 20 AE TANE VIEN: LIL . 
de 4 nr e 


on voit ainsi qu'en prenant y' pour fonction inconnue et y 
pour variable indépendante, l’ordre de l’équation s’abaissera, 
et cette équation prendra la forme 


s + dy’ dn-1y' 4 


Juand Yy/ sera connu en fonction de y, et que l’on aura, par 
4° 3 I Ù 


exemple, 

F'=g(r), 
on en déduira 

d 

ds = 40) 


ou 


L 
PAR RES ef. 
PY) 1820 
4° Lorsqu'une équation est homogène en x, y, dx, dy, 
d'y, d'y, ..., on peut abaisser son ordre. 


Il suffit, en effet, de poser 


on a alors 


drimiet dt, dy = dzet + set di, 
"eat? dy = d'zet +92 dzetdt + 3etdi?, 
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Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation proposée et si l’on 
désigne par n le degré de l’homogénéité, e*t disparaîtra 
comme entrant en facteur dans tous les termes, et l'équation 
dans laquelle se transformera la proposée ne contiendra 
plus la variable indépendante £ : on abaïssera alors son ordre 
comme 1l a été dit tout à l’heure. 


dy æy 
dx’ dx?’ 
on peut la ramener à une autre d'ordre moindre. 


50 2 LR e ht 
o° Lorsqu'une équation est homog èneeny; 


Il suffit pour cela de poser 


y = PRE 
on a alors 
dy [= dx 
dx we 
dy TPAETCEE f=dx dz 
dx? Frheie dx” 


s: sue ete eos sr se." Us lents fee se re 


Si l’on porte ces valeurs dans l’équation proposée, els qis- 
paraîtra comme facteur commun dans tous les termes, élevé 
à une puissance marquée par le degré de l’homogénéité, et, 
chaque dérivée de y se trouvant remplacée par une expres- 
sion qui ne renférme que des dérivées de z d'ordre moindre, 
on obtiendra une équation en z d’ordre moindre que la pro- 
posée. 


II. — Cas où l’on connaît des solutions. 


Lorsque l’on connaît des intégrales d’une équation renfer- 
mant des constantes arbitraires, on peut quelquefois en pro- 
fiter pour abaisser celte équation et essayer de satisfaire à 
cette équation en remplaçant les constantes par des fonctions 
convenablement choisies (en faisant, comme l’on dit, varier 
les constantes). Nous ferons comprendre l'esprit de cette 
méthode en l’appliquant à une équation linéaire : soient y la 
fonction inconnue, æ la variable; soient 4, Y2, y: des solu- 


LS 
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tions de l'équation linéaire 


où 


| DÉS RENE PAT re RE D VE D; 
(1) 0 


Pis Pos --. désignant des fonctions données de x; alors C1, 
C», Ca désignant des constantes arbitraires 


(2) = UY1+ C2ŸY2 + CsŸY3 


sera une solution de (1). Supposons que l’on remplace €, 
C+, C3 par des fonctions de æ, et essayons de satisfaire dans 
cette hypothèse à l'équation (1), en remplaçant y par sa 
valeur (2). À cet effet, posons 

O = Ci Y1 + CoVa + CaV3 


1 j 
(3) ne Æ ! ’ ; 1 ! LE TN 


dC1 dc des 


DAC C l0EsieNant 7" 
RASE NX (e) dx” dx dx 


: la formule (2) différentiée 
donnera 
FT GAY1+CY2 + CsYa) 


1/4 (1 I! 1 
AA ST FAC A CNET 


et les dérivées y”, y", ..., y" ne contiendront que les déri- 
vées d'ordre ñn — 2 au plus des c; ainsi 


[PE 74 (1 1121 " #/ 1 1 1} n ! 1] 
DGA Ca OC PE CA ut Cale CS Vas 


En portant ces valeurs de y, y’, y”, ... dans (1), on obtiendra 
une relation (R) entre les c et leurs dérivées, contenant des 
dérivées d'ordre nr — 2 au plus des c; les équations (3) diffé- 
rentiées donneront €,, €,, ainsi que leurs dérivées en fonctions 
linéaires de c',, c,, ..., si bien que la relation (R) deviendra 
une équation d’ordre n — 2 (linéaire dans le cas actuel) en c4. 
J'ajoute que cette équation ne contiendra pas c, lui-même, en 
sorte qu’elle pourra être ramenée à l’ordre 7? — 3, vu que c4, 


2 
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Co, C3 ne paraissent pas dans l’équation (R), leurs coefficients 
étant les premiers membres de (1), où l’on a remplacé y par 
SAP TNA 

c', une fois connu, (3) donneront c, et c, ; des quadratures 
donnent alors C,, C», C3 et (2) fera connaître y. 


III. — Cas où l’on a des données sur la nature des intégrales. 


Lorsque l’on sait qu’une équation différentielle a des 
solutions communes avec une autre équation différentielle, 
on peut trouver ces solutions comme til suit : 


Désignons par y', y”, ... les dérivées, prises par rapport à 
la variable +, de la fonction inconnue, et considérons les deux 
équations différentielles 


(1) AE A AS PA APN EE Vel 
(2) GR PAPE EVER Eee 


résolues par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé de y. 
Si m— n en les retranchant l’une de l’autre, on aura immé- 
diatement une équation d'ordre m — 1 admettant les solutions 
communes à (1) et (2). Si mn, on différentiera m — n fois 
l'équation (2) et, en la retranchant de (1), on aura ainsi une 
équation (3), d'ordre inférieur à », admettant les solutions 
communes à (1) et (2). En opérant sur (2) et sur la nouvelle 
équation (3), comme sur (1) et(2), on remplacera l’une d'elles 
par une autre d’un ordre moindre, et ainsi de suite. Plusieurs 
cas pourront alors se présenter : 

1° On finit par tomber sur des équations d’ordre zéro qui 
par suite ne sont plus différentielles; on est alors ramené à 
une question d’Algèbre : Trouver les solutions communes à 
deux équations algébriques ou transcendantes. Les solutions 
communes à (1) et (2) sont alors particulières et sans con- 
stantes arbitraires, peut-être même singulières. 

29 L'une des équations (2), (3), (4), ... se réduit à une 
identité. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit l’équa- 
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ion (3): s1(1)et(2) sont de même ordre, ces équations sont 
identiques, c’est-à-dire ont les mêmes solutions sinon (1}, et 
l’équation obtenue en différentiant (2) m— n fois ont les 
mêmes solutions, et l'intégration de (1) sera ramenée à celle 
de (2) qui est plus simple. En tout cas, les solutions com- 
munes à (1) et (2) seront les solutions d’une équation d'ordre 
inférieur à m2. F | 

La connaissance des solutions communes à (1) et (2) sera 
souventutile pourintégrer complètement (r)et, en particulier, 
si cette équation est linéaire. 


Lorsque l’on connaît une relation entre les intégrales 
d’une équation différentielle, on peut en profiter pour 
découvrir des solutions. 


+ . d l? LA , , 
En effet, soient y’ — ip — TJ ,.... Considérons l’équa- 


tion différentielle 

(1) FÉVR ER) 0! 
soient w et 6 deux solutions et 

(2) o(u, v)=0 

une relation entre w et +, on aura 

6 IP: 26) —0, 
(4) HOPPER EEE 0: 


S1 de (2) on tire # en fonction de 6 pour le porter dans (3), 
cette équation prendra la forme 


(5) WISE PANMERA le 0: 


les équations (4) et (5) auront alors une solution commune 
ou, si l’on veut, (1) et 


VÉAIEM SP = 0 
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auront une solution commune que l’on pourra déterminer par 
la méthode indiquée précédemment. 


IV. — Applications des principes précédents. 


1. Trouver une courbe dans laquelle la courbure soit 


une fonction donnée v'(x) de l’abscisse. 
En égalant à o’( x) l’expression trouvée (t. IF, p. 98) pour 
la courbure, on a l’équation différentielle de la courbe cher- 


Re 


EG 


ND 


L 


chée 
TRY ee) 
cette équation ne contenant pas y, on prendra y’ pour fonc- 


uon inconnue, et l’on aura 
dy 
; = 9(x)dx 
{+ y}? 
ou, en appelant € une constante arbitraire, 
10 
V ; 
rer = p(r)+c; 
LEE 
on en déduit 
; p+c 
IE 
+ Vite ch 
(wo + c)dx 
- — ) 
2 


ou 


y est alors donné au moyen d’une quadrature, et l’on a 
(+ c)dx 


Y+c—= , 
Vi—(o+c} 


c' désignant une nouvelle constante. 
2° Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour- 


bure soit proportionnel à la normale. 
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Si l’on égale les expressions données (t. IE, p. 98) pour le 
rayon de courbure et (t. If, p. 15) pour la normale, en multi- 
pliant celles-ci par la constante 7, on a 


121% 


(1+ y?) | RRTT 
—;— =ny Viry? 
‘4 s 
ou bien 
I + y? 
— = ny. 
+4 


Cette équation ne contenant pas #, on posera 


D LR CT 


dx F5 RATS 
et l’on aura 
1+y2= nyy D 
dy 
ou 
YA ET 
Enr 


L'intégration donne, en appelant c une constante, 


n | 
= log +y?)= logcy 


ou 


I 


co) ey=G+y?}; 


si l’on différente cette formule, on a 


nm 
cy'dz = ny'dy'(i+y?}? 
ou 


! 


cdx=n(i+7y"? ÿ dy 


CCE n [6 ne) dy". 


Si le nombre » est entier, æ pourra toujours s’obtenir au 


et, par suite, 


moyen des fonctions algébriques ou logarithmiques (y com- 
pris l’arctang ). Nous allons examiner quelques cas intéres- 
sants : 
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19 n—1. Alors on a 


ssl dy 
CT = l-Hwye) dy —= —— 
“hi DRE ÎE 


CX — log(y'+ Vi+y®), 


ou 


en n’écrivant pas la constante, ce qui revient à transformer 
les coordonnées. Or (1) donne 


cy= Vip 


l'élimination de y’ donne 


cæ = log(ÿe?y?—1+cy) 
ou 
Amen 
on en tre 
ex = cy —Wey?—1, 


d’où 
ecx + e—Ccx 
CENTER +4 
c’est l’équation d’une chainette. 
[1° Supposons n —= — 1: alors 
BE 
CT — fa+r Ace 
ou 
NS 
COR — 9 
Vi+ y? 


sans ajouter de constante, ce qui ne fait que transformer les 
coordonnées ; or (1) donne 


ï 


a — 7 


5 
1+ y? 


l'élimination de y’ donne 
D] 


9 9 , 2 DEL 
CEE CEE = I, 


équation d’un cercle. 
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HSE, ON d 


! 


CY=1+ÿ?, cdx=2dy, cæ=—2}; 


l'élimination de y! donne 


cr? 
CY =1+ 
c’est l’équation d’une parabole. 
ASA—— 9, 004 
I F dy" Ve : à 
CE = — D= —92 | —— ——|— - arctang y"); 
4 1+ y? CEA DV AU sy) 
en faisant y/— tangio,ona 
“ o e Den 
CY = COS23p,  CT— sine COSÈP —50 
1 
ou, posant Le 24€, 
J=2acos$o, æ——2asinte Ccos,%— av 
ou 
Y=a(i+ cosy), T = —a(sinv +o). 


Changeons © en x — © et x + ar en x : nous aurons 
Y=a(i1—cosv), æ = a(p —sinv): 


ce sont les équations de la cycloïde. 
5° Nous ferons encore nr — 4 : alors 


_—_ 1 n19 9 we 19 (ue 0 A 
CV ==(1-+ y, CT TA GTA CENT 


ce sont les équations d’une courbe unicursale du quatrième 
degré. 


IT. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure soit proportionnel au cube de la normale. 


L’équation du problème est, en appelant » une constante, 


19|Q 


2 à. 
IT = np) 
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LAN ER et CE 
on en lire 


val 


RE. RER ER 2 } 
DV 27 F3 
ou bien 


I 
DÉC RC 


c désignant une constante, on en déduit 


I 
dy? (Er +e)= de? 
ou 
y dy 
me EE —— 
VEn + cy? 
ou 


AR es 


ou enfin 
TC VAERENT, 


ce qui représente une conique rapportée à ses axes. 


IV. Trouver les courbes dont le rayon vecteur issu d’un 
point fixe est égal au rayon de courbure. 


Soient r le rayon vecteur, 0 l’angle que fait ce rayon avec 
un axe fixe passant par le point fixe. L’équation à intégrer 
Seran(l. LL -D°#6108 


3 
(r2+ r2)? 


ET 1 p 2 
PT 2127 


1" et 7" désignant les deux dérivées de 7 prises par rapport à 
6; cette équation peut s’écrire 


r(rr—2r2— rm} =(r-+ r2)3 


ou, en divisant part, 


rr'— 97"? 2 r'2\3 
PDC: = ÆINise pri ° 
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Si l’on pose alors 


EE or A 7 Giles 


cette équation deviendra 


FAT I a NI 
dô cos? cos?u/  cosin 
ou 


el, par conséquent, 

= IE —— 
dû COS 
d’où l’on ure 
du cos tx 
1 cosu 


re = fire, d 
ne lecoars 


d’où les deux solutions où l’on n’a pas mis de constante, ce 


dà = — 


et 


qui revient à faire tourner l’axe polaire 
0——u+tangzp, Ü—p+cot;u. 


L'équation (1) donne alors 


dr 
AVR CRE 1 
dre du sin 
TARRONÉ COS 
et par suite 
logr — logk cos? ou —logksin?iu, 


k désignant une constante, ou, ce qui revient au même, 


k 


r = kcos?1u, ou Cr es 
SIN 


L. — Traité d'Analyse, V. 17 
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on à ainsi r et 0 en fonction de u. On ne trouve pas ainsi la 
solution évidente r — const., qui est singulière. 

Si l’on avait voulu traiter la question avec des coordonnées 
rectilignes, on aurait obtenu une équation homogène, facile 
à intégrer, mais avec des calculs beaucoup plus compliqués. 


III. — Recherche des courbes égales à leurs développées. 


Appelons R le rayon de courbure d’une courbe, à l'angle 
que fait ce rayon de courbure avec une droite fixe, l’axe des 
æ par exemple. Je dis que l’équation 


(1) R= (x) 


détermine entièrement la forme de la courbe (mais non sa 
position); l'équation (1) devient en effet, en y remplaçant R et 
4 par leurs valeurs exprimées en fonction des coordonnées 


x, y d’un point de la courbe, 


3 
2 


(1+ y?) 


RE RU 

y A 

Y(y') étant mis pour © (are tang — >) on en tire 
dt) à 

a+ y2)? 

el, par suite, 
æ— Xo = 0(y'), 


æo désignant une constante; on déduit de là 


12 ue F(æ En Lo ), 
et l’on aura 


Y — Yo = fF(x— ad — (Tr — Lo); 
c'est l'équation générale des courbes ayant pour équation 


y = P(x) 


transportées parallèlement à elles-mêmes dans leur plan. 
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Ainsi l’équation (1) détermine complètement la forme d’une 
courbe, mais cette courbe peut être transportée parallèlement 
à elle-même, sans que l'équation (1) en soit altérée. 

Cela posé, l'équation de la développée de la courbe (1) 
sera facile à trouver : en appelant R’ son rayon de courbure, 
son angle de contingence sera da, son élément d’arc + dR, 
en sorte que l’on aura 


dk 
1 is 
EYE dr” 
R'= + o'(æ) 


mais l'angle 4 que la normale à la développée fait avec l’axe 


des x est a & : - donc l'équation de la développée est 


R'=y(a :) 
. , \ 2 
ou, si l’on veut, 
T 
(2) R=g{att). 
2 


Pour que les équations (1) et (2) représentent la même courbe, 
il faut qu'en faisant tourner l’une des deux courbes d’un angle 


jee = elles deviennent identiques; donc 
(3) p(a+ À)= How'(a); 


s’il avait fallu renverser sens dessus dessous l’une des courbes 
pour la faire coïncider avec l’autre, on aurait eu 


(4) g(A—a)=+y(a). 


Nous nous occuperons d’abord de cette équation qui est plus 
facile à intégrer que (3) : si on la différente, on trouve 


— D'(Â—a)= —HEy’(a) 
et, en changeant « en À — «, 


— g'(a)= HE (À — x). 
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Combinée avec (4), cette formule donne 


GE 2) 
ou bien 
œ(a) = — (a); 


cette équation admet pour solution 


o(a) = À cosa+ B sina 
ou | 
o(a)= A sin(a+h),. 


À et L désignant deux constantes, on peut supposer L = 0 
sans altérer la forme de la courbe; on a alors 


R=v(x) ASIN x 


ou bien 
3 
1+ y?)? , 1 
(LEE — À sin Fe arc ang) 
if #4 
ou 
3 
1+y2) + 
AÉnnée à — — A(i+ y?) 2 
‘4 
on en conclut 
Fa > I 
(i+y?2}? A 
et, en intégrant, 
1 FES à æ 
sé (5 “ATC ADD — — = —; 
FE 2 ARE 1+y? A? 
on aurait de même 
VAE 1 
(USER) TS 
ou 
il 
6 À DV Dee 
(6) J TO 


Des formules (5) et (6), en posant y — ang» on Lire 


Li + (u + sinu), 


A7 
Y=—-(1+cosu); 
un 
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; A 
si l’on change uen r+u,x en æ+ 7x et y en —7y, on 
ul 


trouve 
A | 
æ—=-(u—sinu), 
4 
A 
Y=-(1—cosu), 
4 - 


équations d’une cycloïde. 

L’équation (3) paraît beaucoup plus difficile à intégrer que 
l’équation (4); mais on peut en trouver un nombre illimité de 
solutions. Si l’on pose en effet 


(a) — Aoeoa + Ajeua+ Aoe:% +, 73 
p(a+ À)= Agemokemat,.., 


! 
2 toi No ApetoA+,.., 


on satisfera à la question en prenant 


no = + et, ñn et APE 


c’est-à-dire, en prenant pour A6, A1, Ro, ... les racines de 


l'équation, 
T'—EtenN, 


Cette équation a deux racines réelles; si l’on appelle y l’une 


d'elles, on aura 
Pia) A ex; 


donc, en remplaçant dans (1) R par sa valeur, 


3 
(1 +y"? ÿ + NE arc tang + | 


(10) LA ; 


c'est l’équation d’une courbe égale à sa développée. Pour 
intégrer cette équation, nous prendrons 4 pour fonction et 


nous aurons 
4 


cota— —7Y, 
a’ L 


sin? œ 
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(10) devient alors 
SINGES Niue 


! 


2 
ou 
a sinæeY*— À ; 


f sinzeds = AE 


Votes I 
( SIN G — — cosa JeY* = Âx + const. 


on en conclut 


ou 


ie ne V?+1 
Si l’on différentie, on a 


sinaæeY4d1 = À dx; 


mais 
dy 
—— = — COLX 
dx 
ou 
dx = — tanga dy, 
donc 


— cosae"a du = À dy, 


d’où l’on tire, en intégrant, 


ÿ l . 
| + COS + sina }eYX— À y + const. 
V?+I v?2+ 1 


‘On peut, en transformant les coordonnées et en posant 


v —=tangf, 
écrire 
Aœ = cos(a+ fi )eva, 
Ay = sin(a+fBevz; 
on en conclut 


_ — tang(a+ 8), 


donc à + $ est l'angle polaire 4 de la courbe rapportée à des 
coordonnées polaires. Mais on a 


A(x?+ y?) — eva; 
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on en conclut, en faisant +? + y? = r?, 
À r? — e2v(0—f) : 


la courbe cherchée est donc une spirale logarithmique, mais 
il est clair qu'il existera encore beaucoup d’autres courbes 
jouissant de la propriété énoncée. ë | 

Une analyse toute semblable à la précédente conduirait à 
trouver les courbes semblables à leurs développées ; 1l faudrait 
alors résoudre des équations de la forme 


o(a+À)= + £ko(x) 
ou bien 

p(A—a)= + Aya). 
La seconde fournit l’épicycloïde, la première fournit entre 
autres courbes la spirale logarithmique. 


V. — Équation intrinsèque d’une courbe. 


Je suppose que l’on demande de déterminer une courbe 
connaissant la relation 


(1) = (s) 


qui donne le rayon de courbure R en fonction de l'arc; si 
l’on choisit des axes de coordonnées quelconques et si l’on 
appelle & l’angle que la tangente fait avec l’axe des +, on 
pourra écrire l’équation (1) ainsi 


ds 
7 =o(s) 
ou 
Lie ee = Ÿ(s)+ const. = b(s)+ a; 


en prenant les tangentes des deux membres et en observant 


dy 
que tang x ==> AE on à 


d 
_ — tang{[b(s)+ a]; 
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on aurait de même 
dx dy 
ù ou — = cosfbt+a — —=$sin L- a 
COSa OU = [4 JE ne [+ a] 


et, par suile, 


S 

2=a+ f cos(Ÿ + a)ds, 
So 
S 

r=r+ [ sin(Ÿ + a)ds, 


æo et Yo désignant deux constantes. [L.est clair que la courbe 
est égale à la courbe représentée par 


S 
L = f cos(Ÿ + a)ds, 


a 
52 =). sin(d + a)ds, 
So 


dont on peut écrire les équations 


S S 
ZX = [ cosa cos ds — [| sin a sind ds, 
S 


So So 


$ $ 

ul sin a cosy ds + f. cos a sin ÿ ds. 

$0 0 

Cette courbe elle-même, en faisant tourner les axes de 
pl 

l’angle a, se ramène à 


s S 
sh jf cosŸ ds, PS [ sin ds; 
es ESS 


0 


donc l’équation R— %(s) ne représente que des courbes 
égales entre elles et même elle représente toutes les courbes 
égales à une certaine courbe dont la forme est caractérisée 
par la forme de la fonction ©. On lui donne pour cette raison 
le nom d’équation intrinsèque de la courbe. On devra 
pouvoir de cette équation déduire les propriétés tntrin- 
sèques de la courbe, c’est-à-dire les propriétés de cette 
courbe, considérée abstraction faite du monde extérieur. 
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Nous allons faire une application de cette théorie à la réso- 
lution d’un problème qui pourra paraître difficile au premier 
abord, mais qui se résoudra simplement si l’on a égard aux 
considérations précédentes. 


VI. — Problème inverse des roulettes. 


ProszÈme. — Quelle courbe GC faut-il faire rouler sur 
la courbe donnée B, pour qu’un point lié à la courbe C 
décrive la courbe À donnée. 


Nous allons chercher l'équation intrinsèque de la courbe C: 
à cet effet, nous désignerons par p, R, R, les rayons de cour- 
bure de A, B, C respectivement; s sera l'arc des courbes en 
contact B et C, compté sur chacune d’elles à partir d’une 
origine fixe jusqu’au point de contact, & sera l’are de la 
courbe À. Enfin x et + désigneront la distance d’un point de 
la courbe À au point correspondant de contact des courbes B 
et C, et l’angle que fait cette distance avec la normale 
commune à B et C. On a trouvé (t. II, p. 132 et p. 131) (n est 
normale à l’arc do) 


Or p est fonction de 5; n et © sont des fonctions des coor- 
données du point de la courbe A et du point de contact 
correspondant de B et C; donc » eto sont fonctions de s ets. 
Enfin R est fonction de s : ainsi les deux équations précédentes 
contiendront $s, R,, os; l'élimination de 5 donnera bien une 
relation entre R, ets, c’est-à-dire l’équation intrinsèque de 
la courbe cherchée. 
On peut écrire les équations (1) sous la forme 


I 


(2) CELI| + )=pc0se LE 3 a rR) 
R R; ° ds R R; 
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. I I 
Quand la base est une droite, R 0 el, en posant D — k, 


on a 
(n+p}nk = pcoso, TE nk; 


ñn, p, © s'expriment en fonction de 5 : on aura alors 


Wan 
— p COSY, nk = 15 


do 
(4) (An Hip) ds 


ds 
La première de ces équations donne s en fonction de ç ou 5 
en fonction de s; la seconde donne alors Æ en fonction des. 

Supposons que la roulette doive être une droite parallèle 
à la base; en prenant la base pour axe des x, on aura p —, 
n = const. Les formules (4) donneront 


mais coso — 1, donc ds — ds, nk—1, donc £—const.; la 
courbe roulante doit donc être un cercle de rayon n. Pour 
avoir le point décrivant, par le point de contact on élèvera 
une perpendiculaire qui passera parle centre. Effectivement, 
le centre décrit bien une droite parallèle à la base. 


VII. — Équations de Liouville. 


La méthode de la variation des constantes s'applique assez 
bien à l’équation suivante, résolue par Liouville, 


dy 


MAMIE AY? 
(1) TA fe) + FLE) — 0. 


Deux méthodes peuvent servir à l’intégrer : 1° on peut d’abord 
négliger le dernier terme; on a alors à intégrer 
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ce qui donne 


(>) e LA ere) AE 


C désignant une constante. Cela posé, supposant C fonction 
de y, différentions cette équation; nous aurons 


dy _ [a dy See 
de — É dx — Gf(æ)] : 


ou, remplaçant l’exponentielle par sa valeur, 


dy 1 dy É dy Cf): 


Aer nee ART se 0 


d 
portant dans (1) cette valeur à la place de J, on a 
dx? 


an -cra]+f L+r (EE) = 0 
ou bien 
am = FU) 
G= C'efFiér, 


(2) devient alors 


dy (Ce SF») dy+ ff tx) d 
dx 


équation dans laquelle les variables sont séparées. 
2° On peut encore intégrer l'équation proposée en posant 
d’abord f(x) = o et en suivant la même méthode. 


VIII. — Équation de Jacobi. 


St l’on connaît une intégrale première de l’équation 


my 


dx? 


(1) = F(x, y), 


le reste de l'intégration s'achève par les quadratures. 
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Soit, en effet, 


(2) dr UN Y; C) 


une intégrale première de (1) : on en tire 


dy 09 09 


0 


de? — Où | op? 


par suite 
F 00 do 
(2 NE TE 
( »Y) dx 0y [@r) 
si nous différentions par rapport à c cette formule identique, 
nous trouvons 


029 92% do do 
0 —— OH — — 
0COTIUEAC 0 NEME0 V0 
ou bien 
d do ” do 
1 ) S(R)=s 
donc 
7 
ges dx Sc 


est une différentielle exacte. La formule (2), qui peut s’écrire 


o dx — dy = 0, 


7. RE NEA 
a- donc pour facteur d’intégrabilité =? et l’on a pour l’inté- 


grale cherchée 


ne | 
IEC æ—dy)= const:; 


ce résultat sera généralisé plus loin. 


IX. — Équations de Brassine et de Malmsten. 


M. Brassine a démontré que l’on pouvait toujours intégrer 
complètement l'équation 


(1) Les 


dx? 


SNL 
+ f(æ) SE + p(æ )=0, 
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au moyen de quadratures, dès que l’on en connaissait une 
intégrale première ; si l’on pose en effet 


—? ffix)ax 
f=ze 
on trouve 
dy _ luenids tn j 
dy _ —iffxdxl ds D ENAEE A IV 
CT Le TE 0) LE + a P(e)— À af (a) |, 


et l'équation (1) devient 


ANT ; | e. tete) 1 ff) dx 
FR A AN at ASE TS D, 2e e? — 0 


Cette équation est de la forme 


27 
2 = F(3, HI)? 
elle s’intégrera par suite, en vertu du théorème de Jacobi 
démontré au paragraphe précédent, au moyen de quadratures, 
si l’on en connaît une intégrale première, ce qui aura lieu si 
l’on connaît une intégrale première de la proposée (1). 

L'équation suivante, considérée par Malmsten, jouit des 

mêmes propriétés : 


d : 
45 Tac MR) 0: 
En effet, si l’on en connaît une intégrale première 


(Q) 2 O(x, y, e), 


dx 


contenant la constante arbitraire c, on pourra d'abord écrire 
l'équation (P) 

A MR A: 

0x  0y A D UMA A 


et (Q) ainsi, en la différentiant, 


d'y 00 
d2 00 0 07 
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. e [2 
En éliminant _ on a 
do 00 a . 96 
— + 0 }— 4 —'0 
0x (Roy Toy ; 


et, en différentiant par rapport à €, 


020 920 Fe. 00 90 
0ædc  dydc dy dc … 


2 /®\ à 2 
3 (5e 7” dy \ dc N 


donc : est un facteur d’intégrabilité de dy — 0dx, et la solu- 


? 


c’est-à-dire 


tion de l’équation (P) s’achèvera par les quadratures. 
On voit de même que l’équation suivante, encore citée par 
Malmsten : 


l AR 
Tan PÉTER ARE 0 


s'intègre par quadratures quand on en connaît une intégrale 
première. 


X. — Intégration des équations au moyen d'un facteur. 


Etant donnée une équation différentielle 


(1) RTE VE RO) 


que nous supposons du troisième ordre pour fixer les idées, 
mais que l’on pourrait supposer d’un ordre supérieur, on 


pourra souvent l'intégrer en appliquant la méthode suivante. 
Posons 


on essayera si F ne pourrait pas être, quel que soit y, la déri- 
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vée d’une fonction f; pour qu'il en soit ainsi, 1l faut que 


HR /2100 


LE D CR 
dx ARMES Le 


(2) Y — 


Si cette relation est satisfaite, on calculera la fonction f'et 


l’on aura une intégrale 
J=CoNnSt: 


de (1), sur laquelle on pourra opérer comme sur (1). Si la 
condition (2) n’est pas satisfaite, on cherchera à déterminer 
À de manière que ÀF soit la dérivée d’une fonction /, quel 
que soit y; alors il faudra que 


ARE) as Dr) d? [aoiF\ di fous 
dy dx 07 dx? (Sa) 


NT: dx 0y" 


Cette équation sera du troisième ordre en À et se décomposera 
généralement en plusieurs autres, parce qu'elle doit avoir 
lieu, quels que soient y, y’, y” et y”. 


Taéorème. — St une équation d'ordre n peut étre mise 
sous la forme 


n—1 
(64) P dy + Q =0 ou PdyrritQ dr =0, 
dx 
5 PAR 0 d' 
P et Q désignant des fonctions de x, y, y'— LL (te 
= pra, L. 5 j J à | 
J" "= 7) Wexistera toujours un facteur 1, tel que 


L(Pdyr-1+ Q dx) 
soit une différentielle exacte. 


En effet, soit 
PB PT... JU l)= 


une intégrale de (3), c désignant une constante arbitraire : en 
différentiant cette intégrale, on a 


re so 
dy VTT Gyn 


dy"-1 — Q 


Ha LA Eee, 
(4) 52 or 
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ou 
0% do do 
5 = + — VHS + ——— yr—= 0. 
(01) 0x cie y 7 yat Ÿ 


Cette équation doit fournir la même valeur de y” que (3); 
donc on doit avoir 


AR a PR 
or 07 7 dy? 24 " oyn—i Eh, 
Q HP PUS 


et par suite l’équation (3) multipliée par le facteur y fournira 
l'équation (5) ou (4), dont le premier membre est une diffé- 
rentielle exacte. 

En égalant le facteur à à l'infini, on pourra parfois obtenir 


une solution singulière. 


XI. — Remarque curieuse au sujet des équations 
d'ordre supérieur. 


Soient 
(1 o(æ, 2 Yo 4 Sn RE X, 
) | x ! | nt == e) 
POP TN ER ERA) D 
2. et $ désignant deux constantes arbitraires, deux intégrales 
. d'une équation différentielle d’ordre nr. Lagrange a remarqué 
que, si l’on posait 
(2) (a, B)= 0 


et que l’on éliminât & et f entre (1) et (2), on obtenait une 


équation 
Oo, d) — 0; 


différentielle, admettant pour intégrale le résultat de l’élimi- 


nation de y*-tentre les équations (1);en effet, cette résultante 


(3) PACA De" B)= 0 
étant différentiée, on obtient une équation 
(4) Ji(æ, 7; D den ob 


D LL. 
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Ces équations (3), (4) sont équivalentes à (1) et (2); car ce sont 
des intégrales mises. sous des formes différentes d’une même 
équation différentielle. Si l’on y adjoint l’équation (x, 8) — 0, 
on tombera donc par l'élimination de & et $ surÜ(e, L)—0; 
(3) est donc une intégrale de cette équation. 

L'équation 4(o, d)— o a une intégrale singulière que l’on 
peut déduire de (3), en différentiant par rapport à #, ce qui 


donne 

NC EC ER 

02 7 08 dx 
mais On à 

” | 2 2 _, 

da 52 08 d&  ? 
ce qui donne 

of 9 of 0 


0x 08 08 04 le 


cette équation, combinée av == 0 _ —=0, don- 
Cett tion, combinée avec et 0(«, id 
nera par l'élimination de x et $ une solution singulière de 
DE er 
D(2, %)= 0. 
Considérons, par exemple, l’équation générale des cercles 
> | P'€; 5 


V'(Ai+y?)—3y"?y = 0; 
l'intégrale générale de cette équation est, ce qu'il est facile de 
vérifier, 
CHE EE CHE RE; 
deux autres intégrales s’obtiendront en différentiant cette 
équation et seront 
(æ@—2)+y (y —8)=0, 
; PRE Ce STE 0; 
d’où l’on tire 


LR y 


1/4 


8—= y + 2 
né 
RTE 


[/4 


LA = TX — 


L’élimination de y” donne 


(@—a)+y (y —$)=0; 
L. — Traité d'Analyse, \. 18 
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cette équation, quand on suppose 


ba, Die 0; 
est une intégrale de 
1+ y’? LAAIVIARTE 
5 0 HR —— 4 — —— ) = 0? 
(5) ARTE DA 


La solution singulière s'obtient en éliminant & et $ entre 


TES AE dos DE 


(XP) 0, 
2 2 _, 
OUI, 


ce qui fournit la développante de la courbe 44, ff) = 0. On 
peut ainsi former des équations intégrables, avec des solu- 
tions singulières; mais, considérée comme méthode d'inté- 
gralion, la proposition que nous venons de faire connaître 
est plus curieuse qu'utile. (Lacrancr, fonctions analy- 
tiques; — J.-A. Serrer, Journal de Liouville, 1'° série, 


t. XVIITL.) 


XII. — Remarques sur la formation des équations différentielles. 


Nous avons déjà fait observer (p. 12) qu'en éliminant les 
constantes &i, A», A3, ..., a, entre l'équation 


(1) TE VS date es On) 0 


et ses n dérivées on obtenait une équation différentielle 
d'ordre r admettant pour intégrale générale l’équation (1); 
les constantes &,, &>, ..., & Sont les constantes d’intégra- 
tion. En procédant de cette façon, on peut former un certain 
nombre d'équations différentielles qu'il serait difficile d’in- 
tégrer directement et dont on connaît & priori l'intégrale. 
Quand on rencontre les équations différentielles que l’on a 
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ainsi formées a priori, on peut avoir la solution de problèmes 
difficiles à résoudre directement. 

C’est ainsi que nous avons (p. 58) pu résoudre des pro- 
blèmes dont la solution était formée d’une série de courbes 
homofocales, que nous avons reconnues à la simple inspection 
de leur équation différentielle . 

Une conique arbitraire peut constituer la solution d’un 
grand nombre de problèmes : ceci nous engage à faire con- 
naître l'équation différentielle de ces courbes, qui est du 
cinquième ordre, puisque l'équation d’une conique quel- 
conque dépend de cinq constantes arbitraires. 

L’équation d’une conique quelconque est réductible à la 
forme 

y=max+ntVyAx+oax+b, 


À représentant le discriminant de la courbe; en différentiant 
deux fois de suite, on élimine met n, etl’on a 


| 


J'= E(at—bA)(Axt+oax + bnp: 
d'où 


ne 
3 


(1) y" $=(a?—bA) $(Az?+oax + b), 


et par suite, en différentiant trois fois de suite, 


AMROET tre 
(2) aa (Ex) RSA 


Telle est léquation différentielle des coniques, qu'il est 
d’ailleurs bien facile d'intégrer directement sous cette forme. 


œ|r9 


Dans la parabole À — 0; dans cette hypothèse, pour éliminer 
les constantes, il suffit de différentier deux fois l'équation (1) 
et l’on a, pour l’équation différentielle des paraboles, 
FE 
d {d?y\ à 
Ge (as) = 


En développant les équations (2) et (3), on a 


(4) 57"?2—3y"y" = 0 


+ 
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D 


pour l'équation des paraboles, et 


2] 


(5) 40 PET MN TEE 0 PMR D 
pour l’équation des coniques en général. 
On arrive encore à cette formule en partant de Péquation 


Ax?+92Bxy +Cy?+2Dxz+2Ey+EF=o; 


en différentiant trois fois de suite, on élimine À, D, Fet 
l’on a 
J"(Bz+Cy +E)+37"(B+Cy')= 0; 


en différentiant encore, 1l vient 

YY(Bz+Cy+E)+ 47"(B+CGry)+3Cy’?= 0, 
puis, en différentiant encore, 

“Br +Cy+E)+ 57 "(B+Cy)+10Cy"y"= o. 


En éliminant alors Bx + Cy + E et B + Cy', on a l'équation 
des coniques sous la forme 


LA 5 y 10 y" 


qui se réduit à (5) quand on développe le déterminant. Une 
méthode toute semblable conduirait à l'équation du neuvième 
ordre des courbes du troisième degré. 

Nous allons faire quelques applications de ces formules. 


ProszÈème [. — Trouver toutes les courbes telles, que 
leurs diamètres présentent un point d’inflexion aux 
points où ils rencontrent ces courbes. 


Désignons par +, y les coordonnées d’un point de la courbe 
cherchée, et par x, y, et æ2 y: les coordonnées de deux points 
voisins ; SOlentT,=xX+a+e, Xe = ZX — a+ e. Si les points 
+17, et X2ÿ2 sont sur une parallèle à la tangente, il est facile 
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de voir que x — XL, et X — X2 seront à peu près égaux et de 
signes contraires, et que la différence 2e sera du second ordre, 


ce qui justifie la notation adoptée. Exprimons qu'il en est 
ainsi : on aura 


(1) art Dh 


Lo — Ti 
or 


Der lree) PA EURE )7 +... 


2 
fo —= Er Ne 1)? D =: . 
Fr ol Tr 20 a Or EE 
donc, en vertu de (1), 
pr ir He) DS y es Se) à ve. ê 
p= ++ + [+70] À 
ou 
ue y" ; Lie : LS %s VA 
à 02€ A +(a2+ 3e PERTE ({a?e + je Er 
k 2 e2 AN Lou SLR 
M ne CU TRES 


Les coordonnées £, d’un point du diamètre sont 


Tir Lo ne 14 ann : 
2 2 
ou 
E=T+e, 

Le ’ se | 
n= y Jat+e)— (ae) ea te) +(a ep] +... 
ou 
(3) E=T+e, 

ner tte A 
(4) +(3a?e + et) - A3 Re ra 


LU 


+ (5ate HIOQE + ES) —#"— + 
Lenri 
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L’équation (2) donne, comme première approximation, 


6y £ 
où e/ est du iroisième ordre au moins; en substituant cette 
valeur dans (2),ona 


a? I! " a? (114 
D (ENT ENT 
[I .2 1620 


0] 


En bornant l’approximation au troisième ordre, on voit alors 
que </ est du quatrième ordre, et, en bornant alors l’approxi- 
malion au quatrième ordre, on à 


6 1509 
a? y" r Fey PA 
AO AR SE % 
+ 4 ( 6" ) 15 es 


d’où l’on ure, aux termes du cinquième ordre près, 


UE 44 


PR Er + À) 
OURS 0 36 y” 120 


ou 


DÉMRNEE E e 
KEM 36 y”? Fa Je) 
donc enfin 


m3 


(5) ER re PSE LL }: 


V4 


6y | 72. y"3 36 y’? SR ES 120 y” 
On aura ensuite, au lieu de (4), 


e ME TR Tes 5 MH ETES D'HVE y" 
NS PEUR | 6.7” % Eee 36 y”? Jr 2) | 


og" e à y"2 y" ; TR y'° . 
La 7e VE a: Lan a (E8 6y” ; )+ TERRE 


si l’on forme alors l'équation 


dE dn dn dd 
loi ii Edit die 
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qui exprime que le point (æ, y) a une inflexion, et, si l’on fait 
4 — 0 dans le résultat, on trouve 

RO Re 0 JT 0° 


C’est l'équation générale des coniques. | 


ProBzeme Îl. — Zrouver une courbe qui ait en chaque 
point une conique ayant avec elle un contact du cin- 
quième ordre. 


En mettant le problème en équation, on tombe encore sur 
l'équation générale des coniques. 

Pro8zème III. — 7'rouver toutes les courbes dont les dia- 
mètres sont rectilignes. 


Ce sont, d’après le problème IT, des coniques; ce théorème 
a été démontré pour la première fois par M. Bertrand, dans 
le Journal de Liouville. 


ProsLëmEe IV. — Trouver toutes les courbes rencontrées 
par leurs diamètres en des points tels que, si l’on y mène 
la tangente au diamètre, cette tangente soit parallèle à 
une direction fixe. 


L’équation différentielle du lieu est celle des paraboles. 
Pro8LemE V. — Trouver une courbe dont tous les points 
sont des sommets. 
L’équation du problème est 
(1) PACE PS0; 
or, quand on cherche l'équation différentielle des cercles 
CS EAU RS 


en éliminant #, 6, R, on trouve précisément l'équation (1); 
done les seules courbes dont tous les points soient des som- 
mets sont des cercles. 
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La tangente au diamètre d’une courbe au point P où ce 
diamètre rencontre la courbe est ce que l’on appelle l’axe 
d’aberration en ce point P, l’angle 4 que cet axe fait avec 
la normale en P est donné par la formule 


1+y2)y" 
tang0 = y — ab ér P 


37 2 
enfin le centre de la conique osculatrice en P, que l’on appelle 
centre d’aberration, est sur l’axe d’aberration. 0 est appelé 
l’aberration en P. 

Si donc on demande une courbe dont l’aberration soit 
toujours nulle on trouvera un cercle. 


XIII. — Application de la théorie des equations differentielles 
à la recherche des intégrales définies. 


Üne méthode assez féconde pour trouver la valeur des 
intégrales définies consiste à les considérer comme fonc- 
Hions d’un paramètre, et à chercher une équation différen- 
elle facile à intégrer à laquelle elles satisfassent. Voici 
quelques exemples de cette méthode. 


Soil 
= rte 
DRE e OUT: 
0 
on en lire 
du s TS 
7 = L € 2 24, 
a a dx 
ou,enposant= =, — — dt, 
du Are 
sua — » [ € êdt 
0 0 
par conséquent 
ce OIL 
riens == 1) 
da 


cL 
u= ces, 
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c désignant une quantité indépendante de a; on a donc 


es _ a? 
dl e 2° dx — ce—?4, 
0 


Faisant a—0,ona 
(+) 
jf RU 0. 
9 


\ T . 
ou C NT on a, par suite, 


Considérons encore l'intégrale 


"cosax dr dx 
u — s 
Krcnrpad 


on à 
LL Ta? cosax dx 
da? ee 1 + x? 
fé T"cosax dx 
= — cosax dx + 
La MT r20 
c’est-à-dire 
du sin an 
ae É 
Intégrons cette équation : nous aurons 
‘sinan 
ea da 


a 


“sinan 
+ e—4 ea da, 
k a 


À et B désignant deux quantités indépendantes de a. Posant 
TO #3 on à 


na Q Z 
Sins 
u— Aes+ Bee es |! e "dz 
0 


[4 
u = Aer + Bers— es f 
0 


Z 


SI SMILE 
+ 674 CUT S 
4 2 
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our &— O0, u —= 2 arc lang, el — 0; donc 

da | 
2arctangn—AÀ+B, o—A—B; | 

par suite, 


Supposons a => o et faisons 2? — ; nous aurons 


711 T 
u— —(et+e-a)— et — + ea 
à 5) 


D IA 


VTC: 


si, au contraire, & était 0, on aurait ref : ainsi l’on a 


+ co 
cos a æ } 
—— dx = Te*e, 
Je. LAC HE 


suivant que & est négatif ou positif. 

La même méthode pourrait servir à la détermination d’un 
grand nombre d’intégrales définies, connues pour la plupart 
au moyen d’autres méthodes. Nous n’insisterons pas davan- 
tage sur ce sujet. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit propor- 
tionnel au carré de la normale. 


2. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel à une puissance de l’ordonnée. Quelles sont les 
valeurs de cette puissance pour lesquelles on peut achever les 
calculs ? 


-3. Trouver une surface de révolution, qui en chacun de ses points 
ait deux rayons de courbure égaux et de signes contraires. (Le méri- 
dien est une chaïnette.) 


ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR NON LINÉAIRES. 293 


4. Trouver un conoïde, ayant en chacun de ses points deux rayons 
de courbure égaux et de signes contraires (hélicoïde). 


5. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit égal à celui 
de sa développée ou de la développée de sa développée. 


6. Trouver une courbe dont l'arc soit égal à la sous-normale, 
(S'intègre au moyen de quadratures.) 


7. Trouver une courbe dont l'arc soit proportionnel à la nor- 
male (zd.). 


8. Former léquation générale différentielle du quatrième ordre 
qui appartient à toutes les hyperboles équilatères, et intégrer cette 
équation. 


9. Former l'équation générale des coniques circonscrites à un 
triangle donné, et trouver l’équation différentielle de ces coniques; 
intégrer ensuite cette équation différentielle. 


1 


10. Trouver une courbe dans laquelle la projection du rayon de 
courbure sur un axe fixe soit constante. 


11. Trouver une courbe telle que la somme des projections de son 
rayon de courbure sur deux axes rectangulaires soit constante. 


12. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit dans un 
rapport constant avec celui de sa développée. 


13. Voici quelques formules utiles pour résoudre un grand nombre 
de problèmes sur les rayons de courbure : soient p la distance de l’ori- 
gine des coordonnées à la tangente à une courbe au point (+, y), 
ds l’élément d’arc de cette courbe, R son rayon de courbure, 
a l’angle que la tangente fait avec l’axe des x : 


D —= D COS ie Sin 0 — in % ce COS x 
es D LS œ, JA DIS re À 
P = %Cosa + ysina, 

+ re ne dp 
ds—pda+d; RD 


14. Trouver une courbe dans laquelle l'arc soit proportionnel à la 
distance d’un point fixe à la tangente, comptée sur une droite passant 
par le point fixe (courbe de poursuite) (voir n° 13). 


45. Soient R le rayon de courbure d’une courbe et $ l'angle qu'il 
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fait avec un axe fixe; trouver une courbe, telle que 


CEA 
had. 8), la courbe est une épicycloïde (voir n° 13). 


si R=a cosm ( 
2 


(TissERAND, Exercices.) 


16. Soient s l’arc d’une courbe, à l’angle que la tangente fait avec 
l'axe des x : déterminer cette courbe sachant que 


ARE 
s — aa donne un cercle, s = atangzx donne une chaïînette, 
S—/G COS mnx 
donne une épicycloïde (vozr n° 13). ( TISSERAND.) 


17. Trouver une courbe telle qu'entre son rayon de courbure R 
et celui de sa développée R'il existe la relation (voir n° 13) 


R? RS 


EC EE CTIE 


Fi Ta 
a? a? 


on doit trouver une épicycloïde. (TISSERAND.) 


18. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel à la distance d’un point fixe à la tangente (vozr n° 13). 


19. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel au carré de la distance d’un point fixe à la tangente 
(voir n° 13). 


20. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
quadruple de Ia normale. 


21. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure p soit 
une fonction du rayon vecteur 7. 
r dr 
dp 


On s’appuiera sur la formule p — » oùpest la perpendiculaire 


menée de l’origine sur la tangente. 


22. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel au rayon vecteur (voir l'exercice précédent). 


23. Intégrer 


WA 


dy dy \? 
pe (2) + Y —= 0. 
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2%. L'équation 
dy re A y 


dx?  (a+2bx+cx?} 
‘. : J= dx : 
s'intècre en posant y — e * elle devient alors 
D P Sd ) 


AS AUR As à 
(a+ 2bx+cx?)? 


Sn ee 
dx 


on en a une solution 

BEL C? 
NES TI 9 ? 
a+2bx+cx? 


où 
(LiouviLee, son Journal, 1° série, t. IX.) 


25. L'équation 


« dy  m+i:/dy 
pee 


2 
=(ax? +bx+c} 
dx? m+2 ) ) 
peut s'intégrer par des quadratures, m, @, b, c étant des constantes 


26. Déterminer une courbe telle que, si l’on forme sa transformée 
par rayons vecteurs réciproques par rapport à un point O, son rayon 
de courbure en M et le rayon de courbure de sa transformée au point 
correspondant M' aient un rapport constant (Concours de Licence, 
octobre 1875). 


27. Si y = f(x) est une intégrale de l’équation 


Ey dy LR TS 
ee D —s(Tx) = (2) y», 


sera aussi une intégrale, &, b, c désignant des constantes arbitraires. 
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CHAPITRE VE 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 


I. — Équations simultanées du premier ordre. 


Un système d'équations simultanées du premier ordre peut 
toujours être, théoriquement au moins, résolu par rapport 
aux dérivées des fonctions inconnues æ,, Æs, ..., æ» prises 
par rapport à la variable indépendante x; il peut alors être 
présenté sous la forme 


ae 


dx. 
(1) Te = fi EUR ONE) ln 


His os +. fn désignant des IONCHONSUe Lo el 
x. Rien n'empêche de poser, et cela d’une infinité de 
manières, 
X, ne | x 
Mo Ps gg Jos x? JAM fra 


XX ss en ch CAR UéSISnANL des MONCHIONS AE Li TS ER 
Zn, æ, dont l’une, par exemple X, peut être supposée égale 
à un ; les équations (1) prennent alors la forme plus symétrique 


CO ROAD ROMREr 
REX ITR ES 


(2) 


Parfois les équations simultanées du premier ordre affectent 
une forme moins simple; en combinant, en effet, les équa- 
ons (2) par voie d’addition, on peut les mettre sous la forme 


Pda Podps re P, dr, PPdre0: 
(89 SR SR PART NT ne € : 
Oo dia + Ce Enr 0077 ROUTES) 
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P,, Ps, ..., Q1, Q»,... désignant toujours des fonctions de 
Ty, Lo, ve Uns L. 

Nous rappellerons que les systèmes équivalents, (1), (2) ou 
(3), admettent en général une solution (p. 12) renfermant » 
constantes arbitraires ; ces constantes sont les valeurs que l’on 
peut attribuer, arbitrairement à æ;, æ», ..., &», pour une 
valeur arbitraire de x, auxquelles on donne quelquefois le 
nom de valeurs initiales des inconnues æ,, æo, ..., Æn. 

Les solutions des équations (1), (2) ou (3) se présentent 
parfois sous la forme 


LUE ee ACT LL EEE TE ER AN SE 


© Cis Co +, CR désignant des constantes arbitraires, qui natu- 


rellement dépendent des valeurs initiales des inconnues. 
Pour que ces constantes puissent être considérées comme 
disunctes, 1l faut que l’on puisse les choisir de telle sorte que 
pour æ = x° par exemple, æ° étant arbitraire, on puisse tirer 
des équations (4), solutions de (1), des valeurs données arbi- 
rairement Al'avancé pour æi; Los Da. 

Les équations (4) constituent l’ëntégrale générale du 
système (1). Indépendamment de cette solution, le système 
(1) peut, comme on l’a vu, admettre des intégrales singu- 
hères. | 

Rappelons encore que, si l’on résout, théoriquement au 
moins, les équations (4) par rapport aux constantes, chacune 
des équations ainsi obtenues 


< CEA Ga Va; 


sera ce que l'on appelle une intégrale du système (1). On a 
vu (p. 15) que la condition nécessaire et suffisante pour 
que #9 — c soit une intégrale du système (1) est que ® soit 
une solution de l’équation aux dérivées partielles 
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ou 
do do 0% à 


X = + X: Eee = 0; 
ce qui peut permettre quelquefois de découvrir des intégrales 
du système (1). 
Enfin, pour terminer ces généralités, disons que l’on appelle 
encore intégrale du système (1) toute équation que l’on peut 
supposer déduite de la solution générale (4) et qui ne ren- 


ferme qu’une seule constante arbitraire. 


II. — Facteurs d'intégrabilité. 


On ne sait intégrer qu’un très pelit nombre d’équations 
différentielles simultanées. Nous signalerons quelques procé- 
dés généraux, qui malgré leur peu de puissance peuvent 
rendre des services au calculateur. 

Voici, par exemple, un théorème remarquable dont nous 
ferons usage un peu plus tard : 


TuéoremEe. — Soit 


P; dx; + Prado +...+ P,dx,, ou A0 
(1) Qi: dti + Qo da +. ..+ QrdTn, ou B — 0, 


un système de n—1 équations différentielles entre n 
variables m1, 23,% 25 2tpules lettres Pi; PS ERA ONDES 
désignant des fonctions quelconques de ces variables; 
il existe n—1 systèmeside facteurs \\ y, .,relsèque 
AXk+Bu+... soit une différentielle exacte do, en sorte : 
que, si l’on peut connaitre l’un de ces systèmes, de de = 0, 
conséquence de (1), on déduira immédiatement l’intégrale 
p=— const. 


Soient, en effet, 


(2) MRC pa=)Ce “..) Pn-1— Cn-1 
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les intégrales de (1); C1, Co, ... désignant des constantes, on 


en tire 
09: 00: 09: 
— dt;+ — dts+...+ —— dtn =0, 
T1 0To Le 
(3) { 09 00» 009 
ds + == ds +... + Axr 0, 
0%: 0T2 nm 


et ces équations doivent être identiques (1), c’est-à-dire four- 
nir pour les mêmes valeurs de æ,, æ», ..., æ, les mêmes 


dés AT . A 
valeurs de =; ——,...; les formules (3) doivent donc être 
dx; dx: 


des combinaisons linéaires des formules (1), et, par suite, on 
peut poser 


09: 


dtn=À}A+uUB+..., 


mr 


À, , ... désignant des facteurs convenablement choisis. 


Cette équation est de la forme 
dp = 1A+uB+...; 


les formules (1) multipliées par des facteurs convenables et 
ajoutées doivent donc fournir des différentielles exactes. Il 
est clair d’ailleurs qu'il doit exister 7 — 1 systèmes de facteurs 
simultanés donnant n différentielles exactes qui, intégrées, 
fournissent les n intégrales du problème. 

Il y a plus, soient À;, 1, v,, ... le système de facteurs 
. qui réduit A, + Bu, +... à la différentielle dos; Ào, to, 
le système de facteurs qui réduit À À, + Bu, +... à la diffé- 
rentielle de,, ..., de telle sorte que 


Va, C1: Da—iCe; *-.) Pn—1 = Cn-1 


soient les intégrales du système (1). Il existera une infinité 
d’autres systèmes de facteurs d’intégrabilité; en effet, soit 


D(pi, Po, + +; Pn_4) UNE fonction quelconque de ®,,%,, ...; 


l'expression 
op 9 0 
— doi+ =— dpe +... + 
do: 092 VOn—1 


A 


dOn—1 


L. — Traite d'Analyse, V. 19 
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sera une différentielle exacte, et, par suite, il en sera de 


même de 
ob | 0P 
A À SPP) ETAT À B D] se» .. 
Ge (A À + Blu + brel 2+B+...)+ 
ou de 
d®P ob dP db | 
Au ge + Xe nn me ie ee 


on a donc un nouveau système de facteurs. 

Quoiqu'il soit impossible de donner des règles pour la 
recherche des facteurs d’intégrabilité, il suffit souvent de 
savoir que ces facteurs existent pour en découvrir, à simple 
vue, quelques-uns. 


III. — Équations linéaires simultanées. 


Des équations simultanées sont linéaires quand les incon- 
nues et leurs dérivées n’y entrent qu’au premier degré. La 
forme la plus générale d’un tel système est évidemment 

P 5 à 


dx 

RE + Pitd+Qiy+...+<R:z=S;, 

dy 
(1) nr Tee etiN Vies + Ro 3 = So, 

dz à 

TG Pro + Quy ++ Ras = Sn 


OÙP/ PEN OMIO ENS SE ME ONUNO OL MERE 
seul. Pour les intégrer, multiplions chacune de ces équations, 
à l’exception de la première, par des facteurs u, ..., y et 
ajoutons-les ; nous aurons 


CARRE NCAA. 
di PNR CT 


a 
2. 4 


+ æ(Pi+Pou+...+ Ph) 
+ Y(Qi+ Qu +...+ Q2v) 


+ 32 (R+<Rou+...+Rhy) 
EE (S1+Sau +... .+S,v)=o. 
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Si nous posons alors 


L’équation précédente deviendra 


du du. _ 


NE er I ECO JA TEE, 


et, en remplaçant + par sa valeur déduite de (2), 


du du. . 


PTE Ver —,,.— 3 4. + p(u—UY—...—Vv2z)+gY+ HrT2=S, 
c’est-à-dire 

du. RER OL du ba ; dy KE RE 
Cr OUÉE d à FA PH—=g Sac di eo 4) —= 0. 


Maintenant, profitant de l’indétermination de 1, ..., y, 
posons 


dy 


3 du. es ess 
(045 Ps P! gi, RER RTE = 0: 


nous aurons 
du 


—— + pu —S—=0 
dt 1£ 


ou 
u — e-fpat fsefpat de 


Les équations (3) feront connaître les n — 1 facteurs u, y, ..., 
el, par suite, on connaîtra 4; n systèmes de facteurs u, ...,y 
feront connaître z valeurs de w et les formules (2) donneront 
ñn équations de la forme 


T+WY +... +Vi3 = U;, 
T+hIY +... + VoZ — Us, 
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d'où l’on conclura x, y, ...,z. Mais les équations (3) seront, 
en général, difficiles à intégrer; elles sont du second degré 
enu,...,v et simultanées : toutefois on n’a besoin d’en con- 
naître que À solutions isolées. La méthode que nous venons 
d'indiquer, due à d’Alembert, est plus curieuse qu’utile; elle 
réussit cependant assez bien dans le cas où le système (1) se 
compose de deux équations; on n’a alors qu’un seul facteur 
à déterminer : le système se réduit alors à 


dy. 


dt 


+ mP1+ pP:= Q1+Qou, 


équalion que l’on sait intégrer quand on en a une solution 


(MD 


IV. — Équations linéaires à coefficients constants. 


Lorsque les équations linéaires données sont à coefficients 
constants et homogènes, par rapport aux dérivées et aux 
inconnues, il n’est pas nécessaire d’avoir recours à la méthode 
de d’Alembert pour les intégrer. 

Considérons, par exemple, les équations à coefficients con- 


stants &;; 


[ dx; 
7 = A1 WT du Lo +... + din Th, 
dt 
dr) 
mr 1 li oo to dt lon 
(1) VORLil ne 
tie inerte re tele tetes te Me nee OC A : 
dTh 
2. face) ni Li + no Lo DEN TU Ur lnn£n ; 
\ 


pour les intégrer, on posera, y et s désignant des constantes, 
(2) Ti = Y165!, Ta = V2e$t, ...) Tn = {nes!; 
les équations (1) deviendront alors 


| (y — S)Y1 + Gr2 2 +... HWdinYŸn = 0, 


à Ai V1 + (Goo — S)Ya+. ..+ Ain Ÿn — 0, 


(3) 


| SE EE RS 246 : 
\ AmYŸi + An2 Ÿ2 +. + (Ann —S)Yr = 0, 
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et, si l’on peul y salisfaire, on aura des solutions de (1). Or on 
les résoudra en calculant d’abord s au moyen de l’équation 
. obtenue en éliminant les quantités y, V», ..., y», à savoir 


A1 —S A2 s… din 
(225 (ARE) — $ . don — 
(4) Fr 
An (AE) ENT LT Noureie ) 


que nous représenterons aussi par 5 —o. Cette équation 
aura ordinairement ses racines distinctes : en les appelant 
S4 Sa, ---, Sn, Chacune d'elles, portée dans les formules (3), 
permettra de calculer les rapports y, :Y2:Y2:...:Y,; l’une 
de ces quantités sera donc arbitraire ; chaque racine s de S — 0 
fournira donc une solution des équations (1) renfermant une 
constante arbitraire, et, en ajoutant les solutions ainsi trou- 
vées, on aura l'intégrale générale cherchée ; ainsi æ1,æo, ... 
sont de la forme 


T1 — Vire té As 00e. no Yinesnt, 


GRAN Y21 esit ie: V22 es2t +, , + Yon esnt, 


les Yi désignant des constantes dont x sont arbitraires. 

Mais notre théorie est sujette à des restrictions. Deux choses 
pourront la faire tomber en défaut : 1° léquation S = 0 
pourrait avoir des racines égales; alors, s n'ayant plus » va- 
leurs, on n'aura plus n systèmes de valeurs pour les quan- 
uités Y;j; 2° il pourrait arriver que les équations donnant 
les y;;, à savoir les équations (3), fussent indéterminées et 
il semble que l'intégrale puisse contenir plus de 7? constantes 
arbitraires; mais ce fait seul, par son absurdité, laisse à 
penser que l’équation S — 0 devra avoir des racines mul- 
uüples : c’est ce que l’on va vérifier. Si les équations (3) sont 
indéterminées, examinons le cas le plus simple, celui où 
tous les mineurs du premier ordre de S sont nuls, sans que 
tous ceux du second le soient; nous aurons 


ds. oS d(&y1—s) . Dre da; 
PP = o(an—s) se fs or da; ar ml C0 
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Û x Q 
c'est-à-dire 


HS? os os os 


ds ans) ans) ‘7 ans) 


(5) 
il en résulte que est nul, puisque tous ses termes le sont, 
done S — 0 a une racine double. On verrait de même que, 
si l’indétermination des formules (3) était plus grande et que 
les déterminants du second ordre de S fussent nuls, S —0o 
aurait une racine triple, etc.; cela revient à dire que si deux, 
trois, elc., des quantités y, Y2, .., Yÿ» sont arbitraires, 
deux, trois, etc., racines de $ — 0 deviennent égales : il n’y 
a donc pas à craindre qu'il s’introduise trop de constantes 
arbitraires dans la solution. 


Mais 1l pourra très bien arriver que l’on ait — — 0, sans 


ds 
que les déterminants mineurs de S soient tous nuls : notre 
méthode tombera alors en défaut; je dois faire observer seu- 
lement que, si le déterminant S est symétrique, c’est-à-dire 
si dijj = &ji, elle ne tombera pas en défaut. Dans ce cas, en 
effet, on a vu (p. 238, t. [) que, si l'équation (4) a des racines 
doubles, les mineurs de S sont nuls, etc. 

Supposons $ racine d'ordre de multiplicité Æ de S —0, on 
trouvera comme 1l suit X solutions distinctes de (1) : en posant 
toujours 


(2) Li — jet, .…, Pr net, 


; : Abe OS 
les équations (3) donneront si l’on veut, en écrivant — au 


dii 
heu de PRES 
(ii —S) 
on PN OS 
AE Dee IEEE do T4 


mais on a idenliquement 
de 
di(yiest) +... + din(Ynest) — ü (yiese) 
— EST (Gi1—5s) Yi + Gy2Y2 +... + GinYn] 


Er AA M 67 s) E + 4 ère + a E 
EES 11 Ad 12 0j» Ho rE 172 din ? 
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c'est-à-dire 
y A est 5 
Ci Ye te à ‘Le ) — S est, 
d(ysest) 
Car V1 St + er = O, 


Slt en ss pp se 5 /°00 © ee ee °10 + © ©.e à ee. « 


Différentions ces identités Æ — rx fois par rapport à s : nous 
aurons, en général, 


oi dt d(yiest) SPRRNR 
du = (yes) + — — — 5 — =(Sti+iS'ii-1+,..)est 
1 si CY1 ) 98; dt ( 165 
oi , di d(y1est) 
APE PARTIS ET —10 
21 Os: Are) ost dt ; 


s étant racine d'ordre Æ de S — 0, on voit que S, S’, 
ST! sont nuls et que non seulement 


Ti Viet, To = ref}, +.) Tn = {nest 
seront solutions de (1), mais qu'il en sera de même de 


0i(Ysest) 


os 


+.) TRE à 


, T2 = 
os! 


1 — 


pourë—1,2, 3,...,k—1. Nous indiquerons tout à l'heure 
une méthode générale due à Cauchy applicable à tous les cas. 
(Voir un Mémoire de M. Sauvace, Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, 3° série, t. X) 


V. — Extension aux équations d'ordre supérieur. 


La méthode précédente s'applique encore aux équauons 
d'ordre supérieur, soit directement, soit en les remplaçant par 
des équations du premier ordre; considérons, par exemple, 
les équations 
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on les ramène au premier ordre en posant 


Fm no y dx’ £ 
TN 
AVE dy’ 
MONO PI US 


Mais il vaut mieux poser immédiatement. 
(A BE, SEEN Ne 50 


on aura alors, en portant ces valeurs dans les équations pro- 
posées 


As?— KB —=0, 
Bs2—XA—0; 
l'élimination de À et B donne s'— X?— 0, ou 


_ RE A 
SE Vs ETES B=Kk-; = +A; 
on en conclut les solutions 


æ = AetVk' + A;e-tVf + À, cost ÿk + Assint VA, 
y = AetVk LE Aje-tVk — À, cost ÿk — Assiné VA. 


VI. — Méthode de Cauchy. 


Cauchy a perfectionné la méthode précédente et il a donné 
des formules qui permettent d'intégrer immédiatement les 
équations 


| dr; : 
< = A1 Li + A2 Lo Sr Doom rh 
dt 
dTo = 
— A1 T1 + 22 Lo + on 
(1) dt 12] 
RE nu M Lt in lo. pt ce , 
AT n 
SF: = Am li + An La ++ Annn: 


considérées tout à l'heure, surtout quand l’équation en s, qu’il 
appelle l’éguation caractéristique, a des racines égales. 
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Soit 
d1 —S di2 in 
1 A29 — S don 
FT , 


TT hs RL Gin—S 
les solutions sont, en général, de la tome 
di = Agesiti + Agesiti+..., 
S43 So, +... désignant les racines de F(s)—0; on peut donc 
écrire 


p Hi(s)est Te 6,(s)est 


(2) CNRS) à AMC C) ACTE 


portant ces, valeurs dans (1), on voit que ces équations seront 
satisfaites si l’on a 


fa (s — @11)91 — 202 EME din 0% 


est —0o 
| er F(s) | 
— Ao û + (S — A9 Ge = Gonûn 

{: (22E 1 (s Fe 4 = est — O, 


bé ele an ele se, ee loto te ve ed eo... sd ve 5 010 ee» © © 9e se, se) .n 0e 0e 0e 


Pour satisfaire à ces dernières équations, il suffit de poser 


ANRT 0, ui PS), 


— A210,+(s = A2 )02 —. eo PAU aF(s), 


41, 2, ... désignant des constantes arbitraires. On tirera 
de ces équations des valeurs entières pour 0,,0,, ..., 6, de 


la forme 
6, == ©11(S)@1 + D12(S) Le +. as Din(S)Zn; 


Le Da1(S)X1 + Paa(S)de +...+ Oan(S)4n) 


les polynômes v;;(s) seront de degré 2 — 2 ens, à l'exception 

des polynômes ;;, où é— y, qui seront de degrés n — 1. 
Ainsi nous avons pour toutes les formes possibles de 

l’équation caractéristique des solutions des équations (1) 
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renfermant 7 constantes arbitraires &i. %>, ..., y; Car, $ 
restant indéterminé, les mineurs de F(s) ne sauraient être 
tous nuls. 

Il y a plus : pour {—0, xi, x:, .:., ainsi déterminés, se 
réduisent" précisément à &i, %, .... En effet, (2) peuvent 


s’écrire 
D11(S) A1 + Dyo(S) to +... 
= S$ : 7 est, ee 
GC? F(s) 
DR pOUTHE 0, 
» Pa1(S) Li + Pia(S)%2 +... 
T1 — j - , STRCUE 
Ca F(s) 


MAIS, Dis, Dis, --. étant de degré n — 2, 
+ 


f 4% de ?13 
1 F OO Ce F == 6 ? 
» ns) 


et 01, étant de degré 7 —1, sera égal au rapport 


CAES) 
des coefficients des termes des degrés les plus élevés dans ©,, 
et F;-or ce-rapportiest up, düonoët}= "0 ipour 40: 

CN 0 FU 


1 D11(S)% + Dio(S)%2 +... 


OUEST F(s) 


estt—ti), 
seraient des solutions de (1) se réduisant à &,, œ, ... pour 
RE TAS 

La même méthode peut également servir à intégrer des 
équations d'ordre supérieur sans qu'il soit nécessaire de les 
remplacer, comme on l’a montré au paragraphe précédent, 
par des équations du premier ordre. 

Considérons, par exemple, les équations suivantes 


dx 1 SYh = 
Ts Ab + IPB, 
re CLIM , ù 
(00) Dr TE NP dr B z, 
d?3 


—— = B'r + By + A"z, 
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où À, À’, A”, B, B', B’ désignent des constantes; posant 
À y do et, z— 0, et: x 191 3 satisferont aux équa- 
uons (3) si l’on a 


(A—52)0, + B"0, + B'03 — 0, 
(4) B"6, + (A'— 5? )09 + B03 — O0, 
B'0,+ B06, +(A"— 52)0;, — O; 


s sera déterminé par l'équation caractéristique du sixième 


degré 


F(s)= 55—(A + A'+ A")st 
ON A A AA AA ENT ee DRE pr) A 0 


À désignant le déterminant des coefficients de +, y, z dans 
les seconds membres de (3), et 4,, 0,, 0 seront alors déter- 
minés par les équations (4). Mais on peut aussi satisfaire aux 
équations (3) en prenant 

» 0,(s)est (i 0(s)est Pis 0: 3(S) . 


L'= —————— ) Y — — & — ? 


C F(s) CPS) CAHEFTS 


0,, 0, 03 étant déduits non plus de (4), mais de 


(A—s2)0,(s)+ B"0,(s) + B'03(5) = (us +8) F(s), 
B"0,(s)+(A'—52)0,(5) + B 03(s) == (425 + B2)F(s), 
B' 0,(s)+—B0,(s5s)+(A"—52)0;(5) (235 63) FCS); 


on tre de là, pour 0,,0,,0,, des valeurs qui sont entières en s : 
par exemple 


= (us + Bi)p1(s) (as + Rr)vo(s)+ (235 + O3) 03(S); 


#,(s) est du quatrième degré, w; el +: sont seulement du 
second degré; donc la valeur de x se réduira à 


(as + Bi)eStoi(s) 
F0 F5) 


2 


ébpour {— 0, à 
rte Bi) e(s) 
d Es) 
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Le coefficient de x‘ dans #(s) est 1,1l n’y a pas de terme en 


3 ’ s \ dx 4 « 
x, donc x se réduira à 4, pour { =0, St égal à 


s (mis? + fis)estpi(s) 
é F(s) | 


donc, pour x = 0, il se réduit à $,, etc. Le choix des coeffi- 
cients À, B, ... permettra de vérifier les résultats pour le 
cas où F(s) a des racines multiples. 


VII. — Équations linéaires non homogènes. 


Occupons-nous maintenant des équations linéaires par 
rapport aux fonctions inconnues et leurs dérivées mais non 
homogènes; elles peuvent se ramener à la forme 


À dx: 
Dre And + A2 Ta +... + AinEn + fit), 
do ; 
(1) AFS = A1 T1 + 99 La +... + GonTn + fa(t), 
CO D DOC D D DC OO DT DD OU AA © DRE VU DS ES 0 TON DAT YOU 7 Eu MO ON © {M D 'OPXS , Mon © 0 mi 1 QT , 
dT à S 
dl = À n1 1 EF Am Lo + dhhbay nt). 


Nous supposerons que l’on soit parvenu à trouver 7 solutions 
distinctes de ces équations dans l’hypothèse où 


: Jittl=ys(t) =: 0m 
soient | 
Vi =, Li; T3 — Loi, ….) LTn—= ni) 
(2) LION TOO CT SOON RD , Ses 2 Pete en sata , 
| Ti —= Lin; La — Laon, Le Tn—= Lnn 


ces solutions; soient A,, A», ..., À, des constantes arbi- 
traires ; 


| Ti = EVEZT + À T0 ne APatins 
655 d La = À Toi + A9 Too +,...—+ À Ton, 
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constitueront une nouvelle solution qui sera évidemment la 
solution générale, puisqu'elle contiendra 7 constantes A,, 
A5, ..., Ay. Pour que les solutions (2) soient distinctes et 
que (3) soit réellement la solution la plus générale, il faut 
que, pour {= (0, Zi, Ze, ... puissent être choisis arbitrai- 
rement par un choix convenable des À; c’est ce qui aura lieu 
en vertu des formules (3), si le déterminant 


De Cia doo Lnn 

est différent de zéro pour £ = {, ce que nous supposerons. 
Appliquons la méthode de la variation des constantes et 

essayons de satisfaire aux équations (1) à l’aide des for- 

mules (3), mais, en y supposant les quantités À fonctions 

de £{, nous aurons 


dx; CE dx | A Ain ; dA; . dA» 

FN CUITE NME CN oies DRE TEEN ETAT cree 

does sie sleleis viselelets le slotele se @isie see is sietsietele) le sels ele des pue eee ele ; 

drh Dh 1 dr} ñn d'A 1 d'A nm 
= An Ve T +: 

dt 1 dt mc n dt n1 lt ÉEUE + Tnn T7 


En portant ces valeurs et les valeurs (3) de x1, &o, -.., Zn, 
dans (1), celles-ci deviennent, en observant que les x;; sont 
des solutions dans l'hypothèse f, = 0, f2 —0, ..., fn —0, 


dA d'A, 
T1 ue + Lin = /fi(t) 
D UT EU. A 
d'A dA» 
T'n1 a AAC Jr NTI AC), 
dA; d'A» 


de ces formules on üre CEE puisque le détermi- 


dE din 
nant a, Dia ct lrrcuestepasanulaettlaesolution 
s'achève par les quadratures. 


Lorsque les coefficients a;; se réduisent à des constantes, 
nous avons vu que l’on trouvait facilement des solutions par- 
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üculières dans l'hypothèse f, = f; —=...— 0; la méthode 
précédente sera donc toujours applicable à ce cas. 
Dans le cas où les &;; sont constants et où 


TETE = 0, 


nous avons trouvé avec Cauchy au paragraphe antéprécédent 


» AO LoDy9 +... + An Vin 
es £ £ 2 es(t—to) 
meer F É 
Ly Doi + Lo Do9o + —+ An Vo 
Ce f 1 221 et nPan (4 Lt) 
HEC. E 


CR 


Si maintenant, en supposant %, &, ... fonctions de £, on 
essaye de satisfaire aux équations (1), on trouve, en appli- 


s Hs ; ü 
quant la méthode de la variation des constantes, que 4, — Dr 


! 


4, ... doivent satisfaire aux équations 


! 
x AO. + An Pin —to) = — f. 
f est to) Era UE 
ARS Ait 
f X} 721 Le Éd est Lo) — f2(®), 
: 2 L 


ee © se © + vue 5/0. le vie. ete) d'e/ vue Se etes het ss o7e1e 01e 


On sausfait à ces formuies en prenant pour les dérivées œ.; les 


valeurs 
a = M eTs Et) fa (t), 
a, = — es-to f, “ 


car elles se réduiront, en observant que +;;(s) quand ë<Jest 
de degré inférieur de deux unités à F(s), à 


AOL =-AE ROLE =—AG) 


C3 


ou à des identités. On aura donc 
{ 
Me =) e-s{b—to) f, (1) du. + const., 
t 


; 
y = Î es(b-t0) fa( un) du + const., 
CA À 
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et, par suite, les solutions du système (1) sont 


E fit) ous) +.. +/n(h)qim(s) 
be LE est) du, 
mi F(s) e 
F fat) pai(s) +... + fn(l) gan(s) 
To pr li dal L A ET er es\it-l) dy, 


Pour { — 1,9, ces solutions se réduisent à zéro; pour avoir des 
solutions se réduisant pour { — #4 à &4, &2, ..., 1l suffira d’y 
ajouter les solutions qui se réduiraient à ces quantités pour 


fa= fe —=...— 0. Ainsi ces solutions seront 
ne f ALERTE An Din ATX 
C L'trsi 
; Die. 
bas | 
A F(s) 
VIII. — Autre manière de résoudre la question. 


Pour intégrer le système 


dx: 

erit = A1% +... + dinEn + fi; 

dt 

des A1 Li + on T J: 

mr (Lo 1 —— A9 nm) 
(1) dt l nn ) 

D'OR SIS TR SUR ON QT AL TR TIR. Ce je nier EL dre aje: ep .r , 

dŒn 

de An Xi +. + AnnEn + fn 


déjà considéré, on peut encore employer une autre méthode 
qui laisse une certaine latitude au calculateur : elle consiste 
à chercher les multiplicateurs du système (1). À cet effet, 
multiplions la première équation par À,, la seconde par À, et 
ajoutons : nous aurons 


EN À dti + À da + 
| + Àn den — dtf(anti +...+ dinTn + fi)hi +...]=0. 
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Pour que le premier membre de cette équation soit une diffé- 
rentielle exacte, il faut et 1l suffit que l’on ait 


dÀ; re 0; 

07 ; 1 0x; 

dÀ; OÀ 

APN — (ail +... + anila)+ ne (anæi +.) + 


on satisfera à ces équations en supposant les facteurs À fonc- 
Lions de la seule variable £ et en les déterminant par le moyen 
des formules 


| d? 
Le + dy À1 + Got do oo mr nil 0: 
dt 
3 4 dl 
( ) | Te + a+ Grha ++ Ans hn = 0, 


ces équations sont linéaires et homogènes. Il suffit, pour pou- 
voir trouver une intégrale de (1), d’avoir une intégrale parti- 
culière de (3); il y a plus, même en supposant fi, fo, ... 
nuls, on peut à l'intégration des équations (1) substituer celle 
des équations (3) qui peut être plus facile. 

Lorsque f; — fs —...—o, il est bon d'observer que de 


(1) et (3) on ture 
NAT Ne Ale + Midi TEd\a 0 


el, par suite, 


Àæ: —+— À2 De +, . .—+ Ân Tr —= const., 


ce qui est une intégrale du système (1), (3). 


IX. — Sur un système à trois fonctions inconnues. 


Lorsque l’on rencontre des systèmes d'équations de la 


forme 
dr; 
Tr — ! &ij Ti dj; 


où les a;; désignent des quantités constantes, on réussit quel- 
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quefois à les intégrer en prenant pour æ,, æ:, ... des fonc- 
ions doublement périodiques de { de mêmes périodes. 

Considérons, par exemple, le système suivant que l’on ren- 
contre dans la théorie du mouvement des corps solides 


dx : 
OS UUNE 
dy 

(1) / = D TZ, 
D ner. 


2, D, y désignant trois constantes. On intègre ce système, en 
prenant pour æ, y, 3 des expressions de la forme 

æ—= Asn(gt+h), 

Jÿ=Ben(gt+h), 

z—=Cdn(gt+h), 


À, B, C, g, À désignant des constantes, ainsi que le module 
Æ des fonctions elliptiques. Nous aurons (t. IV, p. 198) 


1x 

De —  Agcn(gt+h)dn(gt+h}), 
dy 

= — — Bgsn(gt+h)dn(gt+h), 
_ — — Cgkisn(gt+h)cen(gt+h); 


en portant ces valeurs dans (1), ce système sera évidemment 
satisfait, s1 l’on détermine les constantes À, B, C au moyen 
des équations 


(2) APN, Bg = —$ñ$, Cgk= —7; 


on aura donc la solution générale 


me . sn(gt+h), 
o 


( 
= — À en(gt+ h), 


A 


= — LE dn(gt—h); 


L— "Traité d’Analyse,\. 90 
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les trois constantes d'intégration sont g, , k. Sous une autre 
forme, les intégrales seront, À, B, C étant déterminées par 


les équations (2), 


ne À dx 
gt + h = a ——— = , 
y VIA?— x2)(A?— k'x?) 


Bdy 


— K(gt+h)= 


0 


0 


X. — Intégration de quelques systèmes. 


120l'es équations 


dx dy 


ane by LOS PNA GE DPI CIE CINE 


se ramènent aux équations linéaires en égalant cette suite de 
rapports à d£, ce qui donne 

dx 

ee 0 GE DA Ce MELÉ 
l suffit d'éliminer £ entre les intégrales du nouveau système 
pour obtenir celles de l’ancien. 

2° Les équations que l’on obtient en écrivant que le rayon 

de courbure d’une courbe plane est une fonction (s) de l’are 


dzx\?2 d y\? 
(a) +(G) =70) 


a) +(2) ne 


| ds | ds 


s sont 


on les intègre en posant GE ==/COSZ LA — sin£, et par suit 
5 L PET 2175 ET PA LAS OT ES 
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dx DE: A ET: LE 
—— = — SINL —) —— 
ds? ds ds? 


(7) = et i= fVRSas, 


r= foosids y = fsinids. 


3° Les équations suivantes 


Gr 
— Cosz —; on a alors 
ds 


et 


DA VAE 22 oO (8), 
dx \? dy \? dz \? 
Ge) + (a) + (a) re 


dix \?2 d? y \? d?'z\? 
(TE) +(257) +(7) Et 


\ 


s’intègrent dès que l’on en connaît une solution, æ,, y4, 31. 
En effet, si l’on effectue une transformation de coordonnées 


= ATX +0 Yi + C2, 


T 
Y=a'r+0'yi+ cz, 


(w) 


M, 


ù 


= ax + d'yi+ c'2, 


a, b,c,... désignant les neuf cosinus réductibles à trois, on 


trouve que 
que 


et que 
g'2+ pa 32 = DR + VÊ + 2$. 


Les formules (w) sont donc des solutions plus générales du 
système proposé : ce sontles plus générales, car l'élimination 
de y et x conduit à une équation en 3 du troisième ordre, et 
les solutions (w) renferment trois constantes arbitraires. 
Comme application, cherchons une courbe dont le rayon 
de courbure et le rayon de torsion soient constants. Les 
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équations du problème sont 


x'? + y? + 32 — E, 
x"? + y"2 + 3"2 = const., 


UE) 119 


x'"2 + ÿ + Z CL const., 


les dérivées des coordonnées x, y, 3 étant prises par rapport 
à l'arc. L’hélice satisfait à ces équations; donc l’hélice trans- 
portée d’une manière quelconque dans l’espace est la solution 
la plus générale. 

Les équations d’une courbe tracée sur la sphère de rayon & 
et dont le rayon de courbure reste constant sont 


1 An en Le = LP 
TE ViHs =, 


æ?+y?+ 3"2— const. 


el l’on en conclut que le cercle seul satisfait à la question. 


XI. — Solution directe de deux problèmes résolus précédemment. 


Pro8zeme |. — Trouver une courbe dont le rayon de 
courbure et le rayon de torsion sotent constants. | 


Les équations du problème sont 


CD LH y? + 32 —i1, 
(2) x"? + y"? ne. g"2 = a?, 
(3 ) x'"'2 ÈS y"? ae "2 = b?, 


les accents désignant des dérivées relatives à l’are s. De (1) 
on tire 


" 


(4) d'a" +y'y +34 = 0; 


puis, en différentiant et en tenant compte de (2), 


LORS à 14 0] 


hyper — — a?; 


2 


(5) m'T 


en différentiant(2),ona 


II 


(6) xx + V'y" + 23 Z 0: 
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de (4) et (6) on üure 


ou, en appelant g la constante 


RE EP | 

Va?+ b? 

1 LI Arr 
TN ON de CAS AE 
L'— Ua TE x! CRD 
z" — DDIVE va 10): 


d’où l’on tire 


ail } 
29 


D =" a 
Ve £g(3x"— 2x3") + 86, 
ca 


4, 5, y désignant des constantes. On en conclut, en multipliant 
la première par x', la seconde par y’, la troisième par z/, 


1=arc+$y+ys, 


(7) S—=ax +f$y +7yz, 


4 


sans ajouter de constante, ce qui revient à choisir convena- 
blement l’origine des arcs. Posons 


E=ax + By +yz, 

n=Xx+$y+y'z, 

C=uær+f$y+ Vs, 
4, 5, y, -.. désignant les neuf cosinus de la transformation 
des coordonnées. Rien n'empêche de supposer dans (7) que 
4, D, sont trois cosinus : il suffit pour cela de remplacer s 


par Æs, À désignant une constante; &, $, seront alors liés 
par la relation &? + fi? + = 1; mais alors (7) s'écrira 


(8) ÉRS: GK; er 


et les formules (1) et (2) donneront 


4 +1"? C3 de — 45 
RE mat ot re AC 
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ou 
£'2 —— 1? te k?, 


É2+n2= a. 


1 10 
Si l’on fait alors £ — (1 — 42)? coso, n—(1—4?)*sine,ona 


; do \? as 
a—Æ)(S) — a?, D—= ——— + const. 
ds Vire 4 
et enfin 
as 1; as 
E = Vi 2 cos ———) n= Vi Æ? sin ———- 
VAN E Vi—7Æ 
En intégrant et en posant ÿ1—k*—h,ona 
REVERS k2? as 
E — __ sin — = Se NCOS Le RS 
(et pr 1 2 i a h ? C Le y 


£,n, Gsont, comme l’on voit, les coordonnées d’une hélice; la 
courbe cherchée elle-même est donc aussi une hélice. 


Prorzème Il. — Trouver sur la sphère une courbe dont 
le rayon de courbure soit constant. 


Les équations du problème sont 


a? + y? + 2? = a?, 
LTÉE TREEN, 


x”? "2 y"? + 1702 _ b?; 


en procédant comme tout à l'heure, on trouvera 


x! y" z! I 


SANT RONR EE [ae Le ; 
Y'a—sy  3x—xs 2'y—Y'x \2 
a? b? — Ÿ æa' 


LD ! Ds. 6 LR. 
mais Ÿ æx'—0, nn. Ù x'?——1; on peut donc 


écrire, en désignant par g une constante, 


| 
| 


x = g(y"z ah 3"Y), 
J'= 8(rx —2a4), 
z'= g(x'y —y x) 
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et, en intégrant, 


4, $, 7 désignant trois constantes; on en tire 
Lo 0 ; 
DL LV YS, 


et l’on voit que la courbe cherchée est plane. 


XII. — Équations intrinsèques d’une courbe gauche. 


Des théories développées aux paragraphes précédents, 1l 
résulte qu’une courbe gauche est parfaitement déterminée 
de forme quand on se donne le rayon de courbure R et le 
rayon de torsion T en fonction de l’are s; ainsi les relations 


(1) RES ME CS) 


déterminent sans ambiguïté la forme de la courbe; on leur 
donne le nom d'équations intrinsèques de la courbe. 

Pour établir cette proposition, 1l suffit d'observer que les 
équations ordinaires de la courbe s’obtiendront en intégrant 


les équations 


2 + y? +3? —I, 
EN DE AT GRR EE ; 
WA Î m£ a = FE , 
I 2 
d É 
x!"2 + 772 Le USE I NEA l cl À ; 
Û RENTE F 5 
| IR R 7, 


où æ, y, z désignent les coordonnées d’un point quelconque 
de la courbe et où les accents servent à représenter des 
dérivées relatives à s. Si l’on considère x’, y’, z comme des 
inconnues et si X’, Ÿ’, Z/ désignent une solution du système 
(2), on a vu que la solution la plus générale était 


æ'=aX" +b Y +c7,, 
v'=a'X'+b'Y'+c'21, 
Hs TN EN AVE CTI 
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a, b, c, ... désignant neuf cosinus directeurs d’une trans- 
formation de coordonnées rectangulaires quelconques ; on en 


tire 
= aX+bY + cZ +, 


5 
Y=AX+bY +<c'Z +, 
z= d'X + V'Y + C'Z + 20, 


Los Vos 30 désignant trois constantes arbitraires. Ces équations 
sont les équations finies de la courbe cherchée : on voit que 
cette courbe est superposable à la courbe 


DES VIN, PAC Le 


ce qui démontre notre théorème. 

Les équations intrinsèques d’une courbe gauche seront 
surtout utiles à considérer quand on voudra étudier les pro- 
priétés éntrinsèques de la courbe, c’est-à-dire les propriétés 
qui ne tiennent aucun compte des relations de la courbe 
avec le monde extérieur, 


XIII. — Théorème de Jacobi. 
Soient 


CT) ET ACT, V3 LE ER D VER RO ET 0 RL 0 
des équations différentielles simultanées, 
(a) dpi, y, 35420510 Core 0, 092 0/00 0) 


dz 
dx’ vire 
etCy, Cr, - .. des constantes. Différentions les formules (1) par 


inté ve : d 
leurs intégrales, y’, z',... désignant, pour abréger, 


rapport à l’une des constantes € : nous aurons 


0f1- AY NOTE 


dy de 03 dc rie e 
ou bien. en Dean — y Ga ) 
en posant DE EU, De DV) ee., 
0 Ô 0 0 
"2 DURE Rte LH, 1=0; 
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celle équation et ses analogues sont linéaires en w, p, ...; 
u', #', ...; leurs intégrales sont connues, ce sont les valeurs 


dy dz 
15 SARA EN 
Application. — L'’équation »y/= f'(y) a pour intégrale 
générale 
fr 
RE 
V2f(y) + c 
donc 
æu ; 
de? ROSES 
a pour intégrale #. 
P 2 de 
Vérification. — En posant y/—7y,onay —=ce" + c'e?, 


et u — et est une intégrale de 


du 
———u\—0 
dx? É 
ce que l’on savait. 
XIV. — Sur une équation étudiée par Jacobi. 


L’équation dont il s’agit est la suivante : 


Gi) (xædy — ydx)(a+bx—+cy) 


— dy(a'+ b'x+c'y)+dx(a"+ b'x + c'y) = 0. 


On a très simplement rattaché la solution de cette équation 
à celle des équations simultanées 


[ du 
—— = au + bo + cw, 
dt 
do ; 
(2) — =au+b'e + c'w, 
dt 
dw 


dur b'vEc'w. 
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Ces équations sont faciles à intégrer. Posons 


o œ 
3 TX = — re 
(3) 11 ARTE 
nous aurons 
dx __udv—vdu 1 dy _udwæ—wdu : 
ATIRD dt u2” GLAE dt u? 


el, par suite, 


| - = œ'+b'x+cy —x(a+bx+cy), 
10 { 
GE VE ee - 
EG + br +cy—y(a+bx+cy); 


de ces deux équations on tire enfin, en multipliant la première 


ar ax la seconde par sé et en soustravant 
b PS Ï dt GE de 


(x dy — y dx)\(a+ br +cy) 
— dy(a'+b'x+cy)+dx(a"+b'x+c"y)=0o. 


C’est précisément l'équation (1): pour intégrer cette équation, 
on commencera donc par intégrer les équations (2); leurs 
intégrales sont de la forme 


u = À est+B est+ C es'é, 
p = Ajest+ Biest+ Cies't, 


æ = Asest + B,est+ Gest. 


s, s', s” sont racines d’une équation du troisième degré facile 


à former. Sur les trois constantes A, A,, A, une seule est 
A; À 

AURA 
(2 (2 


=) Y = —)» il n’entrera plus que deux constantes arbi- 
(42 (42 


arbitraire ; les rapports sont déterminés; donc, dans 


traires. L’élimination de t fera encore disparaître une con- 
stante, comme il est facile de le prouver. En effet, 


+ Auest + Best + C,es't 4 A+ Biels' slt + Ci Apr J 
N'est Best Ces mA Des EN EN E 
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à A B G A B: 
1 le sr ee v: 2 A Te 
si l’on pose D Teams Pa ti Ten ET — JL», D 0; 
C: B C : 
a Ne AUS 6, à = 0 et y seront arbitraires, &», Go Y2» 


4, 81, y, seront des constantes données. Si l’on fait de plus 


s —s—0,s"—5s—5/, on aura 


1 + 6: Best+; es't Net ds 828 est + Vo et 
ile Bestit +es't ji Best + Tes ? 


or on peut éliminer ye{; en appelant w cette quantité, est 


8 = SET 

sera — uw” et, après l'élimination, il ne restera plus que la 
"4 

constante sy 


7 
i 


M. Fouret a intégré l'équation 


L(x dy — y dx) — M dy + N dx —0, 


dans laquelle L, M, N sont des fonctions homogènes de même 


degré, en posant 


| = 


ou encore en posant 


cos sin 0 
HT #ÿ Br Fi) V == , 
7 u 


dans les deux cas, l'équation devient linéaire. 


XV. — Équation intégrée par Lagrange. 


Proposons-nous de trouver la développante de la courbe 


qui a pour équation 
(1) B=— p(x). 


Appelons +, y les coordonnéés d’un point de la développante 
et R le rayon du cercle osculateur de la courbe donnée : les 
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relations qui existent entre &, Ê, æ, y sont, outre l'équation 


(1), les suivantes (p. 96, t. IT) 


(22) (T — 4)? + (y — BY = R?, 
(a (@— a) +y'(y —8) =o, 
(4) 1+y?2+y"(y —8) Lys 


L'équation différentielle de la développante s'obtient en élimi- 
nant « et $ entre (1), (3), (4) ou;tsilon veut; 6/Æwentre 


(1), (2),.(9) 4 ).outenfinieerhientre 


(5) (rx) Era RER RES 
(6) (Ha) PAM RUE AS, 
(7) 1+V?+y'[r —p(a)] =o. 


Or (6) est la dérivée de (5), et (5) la dérivée de (6) prise en 
laissant « constant; donc la résultante ou l’équation de la 
développante 


1+ y’? r 1+y? 
(8) Ya =e(r—7 7) 


doit avoir pour intégrale générale l'équation (5), et, par consé- 
quent, on doit conclure de là que les développantes cherchées 
constituent une solution singulière de l’équation (8) avec une 
seule constante arbitraire. 

Voici comment Lagrange intègre l’équation (8), dans son 
deuxième Mémoire sur les solutions particulières (IV® Vol. de 


ses Œuvres). 


Posons 
D La md 
(9) RS re 00 
Æ 14 
il en résultera 
1+ y? 
Ge) + = (a): 
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ces équations étant différentiées donnent 


(4 


dx — y” dx An — y'd Cape — 
J'dx + d = = o'(x)du; 


en multipliant la seconde par y’ et en ajoutant. on a. réduc- 
P Ï ] ) - 


tions faites, 
dali+y'g"(«)]= 


cette équation se décompose en deux 
(11) dA—="0 et 1--y'p' (x) = 0. 


Examinons d’abord l'hypothèse da —0o ou 4 —= const. : 
l'équation (10) donne alors 


- 


[y "+i1+y?=o 


et, en intégrant, 


1708 LARG) 0: 


c désignant une constante ; mais, en vertu de (O)et(10), pour 


donna (x) doncie—xrenl'ona 
BA era IP MCE 
u, en intégrant et en appelant R une constante, 


[y 


l'intégrale générale de l’équation (8) est donc représentée 
par des cercles quelconques ayant leur centre sur la courbe 


Mere)" R?; 


B = (2). 


Examinons maintenant la seconde équation (1 1) 


(12) 9'(2) ; 
12 Lim, 
J 


si entre (9) et (10) on élimine y”, on a 


s—a+y [y —p(a)]=0o 
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ou bien 
LT — 


cr (x) + ' — 0; 
y — q(a) Se 


c’est-à-dire, en vertu de (12), 


J —p(a)—(r—a)g'(a)= 0. 


Mais « est une fonction donnée de y’; on aura donc 


Y = PIE ROM 0 
cette équation est du premier ordre; son intégrale, facile à 


obtenir (p. 89 et suiv.), est l'équation des développantes 


10e p(aæ). 


EXERCICES ET NOTES. 


J. Intégrer le système 


LU LYS du do 


Pr A PT ENT ph OT 


2. Intégrer le système 


LE RAM E 
dans lequel on a posé y'— Pad bn) 
a 


3. Intégrer le système 


PTT TN) 0e (DITES) 
SAT I ECS PTE), 


UE 
dans lequel y'= —-;, 3'= ——;, .... 
4. Trouver une courbe dont la normale principale soit parallèle à 
un plan fixe (hélice). 


9. Trouver une courbe coupant les génératrices d’un cône droit à 
base circulaire sous un angle constant (hélice cylindro-conique). 


6. Trouver deux familles de courbes orthogonales, telles qu’en 
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leurs points de croisement le produit de leurs courbures soit con- 
stant, ou telles que leurs courbures soient égales. 


7. Trouver sur un ellipsoïde une courbe dont le rayon de cour- 
bure soit perpendiculaire au rayon vecteur issu du centre. (Faire 
usage des fonctions elliptiques.) 


8. Trouver sur un ellipsoïde une courbe telle que la projection de 
son rayon de courbure sur le plan tangent à la surface soit constante. 


9. Trouver une courbe qui coupe à angle droit toutes les sections 
normales d’un ellipsoïde passant par un point pris sur cette surface. 
(Cas où ce point est un sommet.) 


10. Intégrer le système 


LÉ ARNRTE NET LE CUT 
> CPR RAIN PSN 7 AREA 


où T, X, Ÿ,Z sont des fonctions linéaires de x, y, &. (Poser = 


AR EME 
PALES 


cie 


11. Siy(x) et (x) sont des polynômes du second degré, 


dr Ye E CVS TER 
Vy(æ)p(z) vVo(r)b(y) 


a pour intégrale 
 Ve(æ)p(r)— Vert) 
WA SA 
(LAGUERRE, Bulletin de la Société philomathique, 1870.) 


=—1CONSL: 


12. Intégrer le système 
Ps NAT ANA 


Sn —=%V(t)+7e (t). 

(Concours de licence, 1854.) 
13. Intégrer 

HS V dy 7 

CNE NN EE AP 


(Concours de licence, juillet 1875.) 
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44. Intégrer 


— = 3dnx7 RE UT: 
) je 4 


45. L'équation(aM + 8N)(x dy — y dx) — M dy --N dx =0, dans 
laquelle « et $ désignent des constantes et M, N des fonctions homo- 
Gr+fy+iy# 


gènes de même degré p, a pour facteur d’intégrabilité Ni N 
/ VrE T 


(FoureT, Comptes rendus, t. CI, p. 418.) 
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THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. , 


I. — Definitions. 


On appelle fraction continue toute expression de la forme 


[42 
(1) bo + ; 
b ee 
# VAE et 
D] 
2 b3 
limitée ou illimitée. Posons 
(441 
(ai 7 == 
2 | (4Æ) 
FE eE 
Mer 
| LS 


b5 + F# est ce que l’on appelle la n° réduite de la fraction 


. ) (221 (4#] (247 ] . . r 
continue, 53 ++ — --- Sont les fractions inlégrantes. 
bi b: On 


Lorsque F* tend vers une limite finie quand n croît indé- 
finiment, on dit que la fraction continue est convergente, 
et b, + lim est ce que l’on appelle sa valeur. Une fraction 
continue non convergente est divergente. 

bo + F°,F;,,...,F, sont ce que l’on appelle, le premier, 
le second, ...,le ni" quotient complet. 


II. — Formation des réduites. 


La première réduite de la fraction (1), considérée au para- 
L. — Traité d’Analyse, V. 1 
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bobi+a 


PL : 1 
graphe précédent, est RER la seconde est 


(bobi + a;)ba+ bia 
O1 02 + @o $ 


et l’on soupçonne déjà une loi de formation. Si l’on désigne, 
en général, par P, le numérateur et par Q, le dénominateur 
de la ni°"° réduite, on est porté à écrire 


(3) Ph le Prôn+1 + Pn-1@n+1 
J ee à 
Qn+1 Qn On+1 + Qn-1An+1 


Cette formule se vérifie bien facilement, en montrant que, 
si elle a lieu pour une valeur de n et pour toute valeur infé- 
rieure, elle aura lieu pour une valeur supérieure d’une unité. 
Pour démontrer cela, 1l suffit d'observer que l’on passe de 


en changeant b,,, en b,,,+-""; on a donc, en 


Pa+1 À Ph a 
Dbn+2 


Qh+1 Qn+2 


admettant la formule (3), 


An+92 
10 (6 te + P;1 ŒAn+1 


P p+9 On+ 
Qn+9 b . Œn+2 
0? LES eue FRE ain VA An+1 
n+2 
ou 
pr (Prônt41 + Pnr-r1d@nr1) Ont + Praän+e 


Qpie ñ: (Qn bye: PR NE QE An+1 ) On+2 + Qz Œn+92 
{s Py+10n49 + Pranro : 


Eee DT PONTS ET à CE 
C7 On+ at Ve Œn+o 


la loi de formation se maintient donc pour l'indice r +1, et, 
comme cette loi se vérifie directement pour les indices 1, », 
dt es CLS HeenErALe. 

En résumé, on a 


Ph= D, Qo=1 
Pi= 0001 + 1 = Pobi + a, EFRENteEN 

(4) P: = P10: + Poa, Q2 = Q: 02 + Qoa, 
P3 = P2 03 + Pia, Q3 = Q203 + Qias, 


\ Phr+1 Prô»+1 Ha pe On+1 Qh+1 = Qnôn+1 cr Qh-1 Œn+1: 
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THéoRkME I. — On a 
(5) Py41Qn— Qu Pr =(—1)" GG... nr. 
En effet, en vertu de(4),ona 


Py+41Qn — Qn+1Pn = (Prônt1+ Pr-14@n+1) Qn 
— ( Q$ On+1 + O1 Œn+1 ) Ph 
— — 1) An+1( P> O2 = Q> Ph1) 
— (— PE dn+1 TntPn-4 Qx-0 TE Qn1 Pr) 


Stars e Uri roule le neue se lo le ie. es Dire eo je vie 5,9 ee ee ere 


= (— 1) tan An... @3(P2 Q4 —.Qo Pi). 


Mais PQ, —Q3P,— — a; as : la formule (5) est donc 
démontrée. 
THéoRÈME II. — On a 
(6) Ph+1 4 Pr 43 (— 1)" ai... An+1 
0% (8 Qi Q» 


Cela résulte de la formule (5). 


III. — Conversion des fractions continues en série. 


Pour voir si une fraction continue est convergente, on la 
convertit en série comme il suit; conservant les notations des 
paragraphes précédents, on a 


Ph+1 Ph+1 P} Ph AA P; Po Po 
TE Pre Ru Non er. 0 Lou ++ — 
Qh+1 OQh+1 Q> O> Ones Q: Qo di Qo 
ou bien 


Pr#1 Po (<: ce) (= c) 
——— = — + | — —  — + + = FE EST 
Qu+1 Q5 Q: Qo On+i Q? | 


c’est-à-dire, en vertu de (6), 


Ph+1 
( 7 ) Qx+1 


di A2 Ad (— 1) @1 Gs ... An. 


LA OUR Q2 Q3 MESA 020% à 


la réduite de rang n +1 est donc la somme des n +1 pre- 


—= bo + 


miers termes d’une série : si celte série est convergente, la 
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fraction continue elle-même sera convergente. Voici quelques 
théorèmes que l’on peut en déduire : 
æ, æ désignant un nombre positif plus 


D = lon hiee 
petit ou égal à un, et si b,, b:, . .. sont des nombres au moins 


égaux à l'unité, la fraction continue sera convergente, car elle 
pourra être convertie en une série de la forme 


æ me an 
+ 0 — Ù , I, ER Fr ES A A | I, 2 | >] 


Bi B: 


B,, Bs, ... étant des nombres croissants. 
En particulier, si = Ge TES n0 Re ont 


des nombres entiers positifs, la fraction continue sera con- 
vergente. 

On a fait servir réciproquement la formule (7) à la con- 
version des séries en fractions continues; nous laissons au 
lecteur le soin de développer cette théorie, dont l’utilité est 
contestable. 


IV. — Utilite des fractions continues en Arithmétique. 


Les fractions continues dont les numérateurs sont égaux à 
l’unité et dont les dénominateurs sont entiers jouent un rôle 
important dans la théorie des nombres et dans la théorie des 
approximalions numériques. 


Taéorème 1. — Tout nombre commensurable ou incom- 
mensurable peut étre développé en fraction continue dont 
les numérateurs sont l’unité, et dont les dénominateurs 
sont des entiers positifs. 

Le développement n’est possible que d’une seule ma- 
nière; il est limité pour les nombres commensurables, 
illimité pour les nombres incommensurables. 


En effet, appelons E(x) le plus grand entier contenu dans x : 
on a identiquement 


x = E(æ)+y, 
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y désignant un nombre inférieur à un; bien déterminé; or ce 
I FAT 
> di désignant un nombre 
| 


supérieur à un. Ainsi l’on peut poser 


nombre peut être représenté par 


4 I 
æ = E(x) + —; 


de même 


S 
EH 
3 
| 
| 


La, Ts, ... désignant des nombres plus grands que un. Il en 
résulte 
= E(S) = 


Si x, est entier, la fraction continue s’arrête; si, quel que 
soit 7, jamais +, n'est entier, la fraction continue se pro- 
longe indéfiniment et elle est convergente : x est alors incom- 
mensurable. Il est facile, en effet, de prouver que, si x est 


P Là 2 L 
de la forme FL p et g étant deux entiers, le développement 


se termine; en effet, dans ce cas, l’un des nombres +, sera 
le plus grand commun diviseur de p et g. On peut d’ailleurs 
généraliser ce théorème : 


Taéorëme Il. — La fraction continue 
di 
(4#] 
Di + Fe 
Da SMS ' Un 
KR 


dans laquelle en valeur absolue on & toujours 


di < Di, A3 < Da, .. An A0; ACP ON, 
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is A2y se. D, ... étant entiers, est le développement 
d’un nombre incommensurable : ce théorème est soumis à 
une exception. 


En effet, appelons F,,F,, ..., F, les réduites successives : 


. (42) 
F, en valeur absolue est moindre que 1; comme PL 
2 


moindre que 1 et que &, est entier, F, sera encore moindre 
que 1 en valeur absolue : on verrait de même que 

Un 

br + —* 
donc F; sera moindre que 1 et ainsi de suite. Cela ne veut 
pas dire que F, n'aura pas pour limite un: mais, pour qu’il 
en fût ainsi, 1l faudrait que 


eût précisément pour limite 1, et que b, = a, +1, de même 
que le quotient complet suivant eût pour limite 1 et que 
by = a +1, .... En supposant donc que lon n'ait pas en 
valeur absolue b, = a; +1, b2 — as +1, ..., la imite dela 
‘fraction considérée ne sera pas égale à 1; encore faudrait-il 
que l’on eût . 240. . < DB TON supposant 2 1.0: Mets 


tons donc ce cas de côté, je dis que, si la fraction considérée 
est convergente, elle représentera un nombre incommensu- 
rable. 


y + = BAR 
Désignons, en effet, la valeur de la fraction par =; si cette 
valeur est commensurable, on pourra supposer À et B entiers 


. , . C . 
et premiers entre eux. Désignons par & le second quotient 


complet; on aura 
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d’où 
(4) A — Do B — C; 


on en conclut que C est entier : la troisième réduite pourra de 


A A 4 , D , 2 s S 4 
méme étre représentée par C? D étant entier, et ainsi de suite, 


Si donc À et B sont entiers, on voit que l’on pourra trouver 
des nombres entiers À, B, GC, D, ..., indéfiniment décrois- 
sants, Ce qui est absurde. 

Ce théorème sera utilisé plus loin dans diverses circon- 
stances. 


V. — Approximations numeriques. 


S1 l’on considère la fraction continue 


bi 
Ds +— ’ 
On + 
dans laquelle b,, b;, . .. sont des entiers positifs, et que l’on 
V2 FntP: FE NUTe > 
désigne par NUE Oo UE les réduites successives, on aura 
1 2 
(p. 323) 
Ph Qù TES Qh+1 P == re 1)?; 
Ph: LE Pa er) : 
Qn+1 Qx Qh Qn+1 
donc : 
Taéorème |. — La différence entre deux réduites con- 


sécutives tend vers zéro. 

Taéorëme Il. — La fraction est toujours comprise entre 
deux réduites consécutives. 

En effet (p. 323), son développement en série est 


Line | EU GO 
O1 0 0: 
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les termes de cette série sont alternativement positifs et néga- 
fs et décroissants ; les sommes des deux premiers, ..., des n 
premiers donnent la deuxième, la troisième, ... la nie 
réduite ; donc, etc. CHONE#N 


Taéorème II. — De toutes les fractions irréductibles 
approchant de la valeur de la fraction continue, les plus 
simples sont les réduites successives. 


D'abord la Fcdtite = est irréductible, car la formule 


o, 
Fu ©? = Qhxs P, — I 


montre que P, et Q, ne sauraient avoir de diviseur commun, 
ce diviseur devant appartenir à P,,, Q» — Q,,:1P,. De plus, 
en appelant f la valeur de la fraction, on a, par exemple, 


P, 
Q. 


Fe 


4 


la différence entre f et l’une des fractions réduites entre 


Df> 


lesquelles elle est comprise est moindre que la différence de 


ces fractions ou que . Soit = une fraction approchant 


I 
O0? Or 


Pa 12 
de nus taues tomes 
4 ñ Ï { 12 O4 


7; mais sa différence avec * devra être 
02021 


| de 
A : I 
aussi moindre que =. Or 
q ro 


; sa différence avec 5 devra être 


moindre que 


RTE EN POS 


q Qx in Qng % 
TS À ; I $ 
pour que cette différence soit moindre que ons il faut 
LA n—+1 
P 


que q >> Qu; la fraction pen donc plus compliquée que 


Ph+ 
ou que 


Dr 
Qù Du 


que celui de chacune de ces fractions : le théorème se trouve 
donc démontré. 


) puisqu ’elle aura un dénominateur plus grand 
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De là un moyen de se procurer les fractions les plus 
simples qui approchent d’un nombre donné commensurable 
ou incommensurable. 

Pour bien faire saisir l'utilité de la théorie qui précède, je 
citerai seulement un cas dans lequel elle est appliquée. Je 
suppose que l'on veuille que le rapport des vitesses de deux 
roues d’engrenage soit à : le rapport du nombre de dents de 
ces deux roues devra être a; si a est un nombre incommen- 
surable ou seulement une fraction irréductible de dénomina- 
teur très grand, il conviendra de remplacer & par une frac- 
uon irréductible s’approchant le plus possible de a; cette 
fraction sera fournie par la théorie précédente. 


AppLicatTion. — Le nombre x réduit en fraction continue 
est 


I 
Lier 


15 —- 


Les réduites successives sont les nombres bien connus 


m. 333 355 
9° 106 113 


VI. — Résolution de l'équation indéterminée du premier degré. 


Supposons que a et b soient premiers entre eux : rédui- 


a ne ; À 3 DE re L 
sons 7 en supposant b=> a en fraction continue; soit JE 
Ho | 

9 SAS 2 ÿ a 
l’avant-dernière réduite; on aura, en observant que PAL la 


dernière, 
P,240 re DER — Rs 1e à 


Il résulte de là que, & et b étant deux nombres premiers 
entre eux, i existe toujours des nombres entiers, tels que 


GP OV =T; 
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Ceci posé, proposons-nous de résoudre en nombres entiers 
l'équation 
(1) ax + By = Y. 
On peut supposer que l’on ait enlevé tous les facteurs com- 
muns à &, $, y; alors a et, « et y, $ et y ne sauraient avoir 


de facteurs communs, et il sera toujours possible de trouver 
des nombres zx’ et y’, tels que 


ax'+By'= 1. 
En prenant x—7yx, y —="7Yy', on aura satisfait à l’équa- 
tion (1). Soit Zo, yo une solution de (1) : on aura 

ao + fYo = 
et, en retranchant de (1), 


a(x — Lo) + $(Y —Y0) = 0 
ou 


FE 14 Le 
(2) ‘40 == =: 


En égalant ces rapports à £, on a 
D'= Tor LM To Xl; 


- pour que x et y soient entiers, il faut et il suffit que # soit 
entier ; les fractions (2) ayant leurs dénominateurs premiers 
entre eux ne peuvent être égales qu’à cette condition. 


VII. — Autre application à l’Arithmetique. 


Nous avons montré (T. IV, p.217) que, étant donnés deux 
nombres à, b, il existait des entiers m et n satisfaisant à l’iné- 
galité 

am + bn < €. 


On peut trouver ces entiers assez simplement comme 1l suit : 
[44 


développons Z 


en fraction continue, en prenant pour numéra- 


PR TS 
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teurs des fractions intégrantes l’unité et, pour dénominateurs, 


[12 


; _ FE TR 
des entiers positifs. Soit 0, la réduite de rang », on aura, en 


112 


valeur absolue, 


Pa a I 


0; b ‘= 0% O2 ÿ 


el, par conséquent, 
b 
Prod — Qha < ; 
Qn+1 


or on peut toujours prendre » assez grand pour que Q,,, 
satisfasse à l'inégalité 
b 


er 
E— 
Qu+1 


ao 
s 


et alors on aura a fortiori 
ET ROPT EEE 


on satisfera donc à l'inégalité proposée, considérée en valeur 
absolue, en prenant 


Due iQ: OA EE 


VIII. — Développement d’une fonction rationnelle. 


Soient f(x) et f,(x) deux fonctions entières de x sans 
facteur commun, le degré de f surpassant celui de f, ; soient 
Hioides nales tacinesdes/(r)— 0: Divisonse par fit 
soient Q,(x)le quotient et — f, le reste; divisons f, par f: : 
soient Q,(æx) le quotient et — jf; le reste, etc.; on aura 


| ae L= — À 
Le JTE ONU 
(1) J1 = Î2 Q J3; RAS ra 


| Tri fn aQn te ln Jn-2 = One În À 


332 CHAPITRE Vil. 
On en conclut la formule 

{e ] 

(>) & : 

Qi — —— 

Sp 


Pr 
Qu 


fi 1 RE | RARE 
en posant ON Qx3 /n est une constante; on voit ainsi que 


l’on peut toujours réduire une fonction rationnelle en frac- 


tion continue. 


NT MEN e 
D'HSTEE 
la fraction continue (2) : on a d’abord les formules connues 


Soient maintenant -.. les réduites successives de 


N: L2 I 

DR 

N _ _@ 
150 D; Q1 Q2—1 


Nix1 = N;0Qi =N;"; 
D; = D;0Q;h— D; 5; 


(4) Neo D RD NN 

- et, en particulier, comme on a M À, 
D, “1 
(5) PDA TAN Er NS 


mais ceci suppose, bien entendu, que f et f, n’ont pas de fac- 
teur commun, sans quoi l’on aurait f D, — fiNy_1 = 0, 
d’après la théorie de l’élimination. 
On a ensuite, en vertu de (4), 
Nr Er0mniIN I 


| D;:: D; DD; 
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ou, en vertu de (6), 


D) Ji 4h N: | I 1 s VUE 
: RADAR DA UD, D: AU Da De 
ce qui permet de calculer F sans passer par les N;. 
1 
: N; ANS 3 
Remarque. — Les fractions D. Sont irréductbles; cela 
U 


résulte immédiatement de la formule (4). 
On a, en vertu des formules (1), 


fo RATES 
fa = fr Q— 
Ja = f3 Q3 — fo, 


on en déduit 


13: Qi) 71 = f1 (Q1 Qo — 1) — FO, 
fi=(a(QiQs=r) — FO: ]Qs— fi Qi +, 
= f1(Q1 Q2 Qs — Q1 — Q3) — F(Q2 Q3—1) 


n'ai sistei sin se one ee sde) atout se, ste els jatefeteleïs sa afe sales 


ou bien 
fa —=f1D2—/f No; 
fr: = f1D3 — f Na; 


(8) 


Pour vérifier cette dernière formule, on part de 
Ji HO — fi, 
et en remplaçant f; par fi D: ; — fN;:,etf:, par 


Va: D; — fNi, 
on a 
Jix1 — (fi D;_; — f Ni: )Q: Qui (fi D;_» — fN;-) 


ou bien 


Jin = fiDi— fN;; 
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donc, en supposant la formule vraie jusqu’à l’indice &, elle 
se vérifie pour l'indice £ + 1 : donc elle est générale. 


De (3)on tire 


fi fi+1 N; 
SR Re 
sf DETAAED:S 
donc D ne diffère de Ji que par une fraction AR dont le 
D; A À L D; 


numérateur est de degré nr —t—1, et le dénominateur de 


degré n + 1 en supposant le degré de f,, égal à ñ —+1 pour 
fixer les idées; donc : 


: f N; : s 
Les développements de J1 et de — suivant les puissances 


J£ D; | 
J ÿ Dr 7 # 1 4] 4] I 
de ne diffèrent qu'à partir des termes en —>. 
IX. — Expression des polynomes D,;. 
On a, d’après un théorème connu, jf; étant de degré n — &, 
1 P ) 


f ee 


f CHIEN he Tifit1(T) APCE 


1 
— O, ré: f — O0, ..., 


— 2 


CHANT Po 


w; désignant le coefficient de xt dans ji. Or, &i, &, «.., 
äu, --. désignant les racines de f(æ)—o, ces équations 
pourront s’écrire 


fiat) NE" 
ir ae 

2 fim(a) Le 
Harai ! 


D QE fra) Pit, 
NT .LITRER EE à ? 
JeCa) 20 


mais les formules (8) donnent, pour x = 4, 


(8bis) faa)— fi(a)Difa), ...,  firi(a) = fa) Dix); 
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les formules précédentes peuvent donc être remplacées par 


D;(x)f1(x) AA 
J'(a) 
(9) D;(a)afi(a) 
D La) 0; 
» D;(24) f: (a) 0 Pi+1 : 
\ 62) 2o 


S1 alors on pose, pour un instant, 


| D; = coxi+ cal +... + ci, 


(10) < abfi(a) | 
PE RE 


les formules (9) deviendront 


Cilo+Ciils +... Cots — O, 


CT CT CRE la ei Cp tit 2,0; 


lo li l; lo li li 
, li lo lit li la lit 
Ti+1 
LE : 
T0 
DEL TEN OT Loi li-1 di se. loin 
I LIEN TE É LAN PRET at 
Nous poserons 
Me t, 
| 
NZ L MÉÉUTR 
1) | 1 de DÉTURS Fe 
| li tir lai 
alors on aura 
0; Le e. 
1} 1+A 2—1 EN 
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et, en appelant 0; le coefficient de xt dans D;, 


1 ris te: 


eee Lam ®o T'; 
Les formules (8) donnent 


LD LR ANEU, 
Ji ZE D;_: — fN;=; 
d’où | 
Jia D;-_; — fi D; — f\ De Ny Ni D;), 


ou, en vertu de (4), 
fiDi— fin Din = 


Égalant de part et d'autre les coefficients de x”, 


O0 10 
ou, en vertu de (13), 
Oi+1 Ti 
14 Qi - —= Do; 
( ) 0 20 T'; . 


mais, en appelant g; le coefficient de x dans Q;, comme on a 


Ji — fi Qu fire 


en égalant les coeflicients de x!, on trouve 


Qi 
Pi — Qi+igi+1 ou k — Qi+1 
Qi+1 
la formule (14) devient alors 
(1 F ) Pi oi T; q 
J = m_— = ir. 
Dit Pis Toi 


On a 
O0 sit—k+i1<o, 
f D; fr do 
D 12% 
CL A SR OS 
20 
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ce qui revient à | vorr formules (15) et (8 bis)] 


O Ssit—(kÆ—1)<o, 


S'ODEA(E) _ je 
F'(a) | PRE NET T L De 0 


po] Fr 
Foire 


Si l’on fait alors À — 1 = y; et si l’on a égard à (15), on trouve 


D; (0 4 SE . 
(16) Ÿ ne — 0 si 2j; 
1 D'(2)fiCa) _ 7 
(ir) Dr — PRES 


Ce sont les formules données par M. Rouché dans le 


XXX VII Cahier du Journal de l’École Polytechnique. 


XI. — Développement d'un polynôme suivant les D. 


Voici une application que M. Rouché a faite de ses for- 
mules : 


Soit 5w(x) un polynôme du degré 7 — 1, on peut poser 
(18) m(Z)—= Ao Dot) + A1Di(x)+...—+ An 1Dh 1(x), 
D,(x) désignant l’unité. On a, en particulier, 


wm(a) = AoDo(a)+ AiDi(a)+...+ An Dh aa), 
d’où 

w(a)D;(«)fi(a) " Di(x)Di(a)fia) 

Dep y, op. 


c’est-à-dire, en vertu de (16) et (15), 


m(a)Di(a)/1Cx) Se 


te) Titi 


d’où l’on tire A;, et la formule (18) devient 


v (a)D;(a 
(19) w(x) DIODES 
20 


L. — Traité d'Analyse, V. 20 
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XII. — Développement en fraction continue d’une série ordonnée 


: I 
suivant les puissances de Fe 


Considérons la fonction 0(x) développable comme il suit 


(F2 LA ®, Q 1 
en série convergente ordonnée suivant les puissances de = 
(1) CE) CRE er RU 


el proposons-nous de trouver une fraction rationnelle 


0 PE tien lt ART en Le m2 2 OU 
boat be AE RP OD e 


(2) 


2 k ; : ù I pets 
qui, développée suivant les puissances de r’ ne diffère de la 
série (1) que par des termes de l’ordre le plus élevé que l’on 


I . 
pourra en —: Soit donc 
HS h 


on aura, en chassant le dénominateur D; et remplaçant 


: 
— par sa valeur. 
D, P | 


doril+ dat... .—=(boxi + bixi-1.. (2 + — +.. ) 
DA æ? 
En égalant de part et d'autre les coefficient des diverses 


puissances de x, on a, en s’occupant d’abord des puissances 
négatives, 

Cod; + Ci b;y+...—+—c; ù DD: 

C10; + C9 bi a+. “Lee by = 0; 


(3) 


C0; + Ccindbi1 +... Fcam1bo=0; 
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la considération des puissances positives donne 


Heobin + Gbro+., + ci: 00 = ia, 
(4) Cobi.s + Ca0i-s+..,+ Ciao = io, 
Letdheret CERN NA PR SE I EEK : 

| Et = A 


Les équations (3) sont au nombre de & + 1 ; mais, si l’on veut 
que bo, 1, ... ne soient pas nuls, il faut faire abstraction 
de la dernière, et alors b,, b;, ..., ne sont déterminés qu’à un 
facteur constant près; quant à @5, @, ...,1ls seront donnés 
par les formules (4); on voit ainsi que l’on peut se donner 
Co oi Si, Con eQuelOoLaura d'ailleurs 


Co Ci re Ci 
C1 C2 ÈS Ci+1 

O, 
CZ Citri :-. Coin | 


Puisque l’on peut satisfaire aux formules c5 = 50, -.., Coi = Soi, 
. N; Q , 
on voit que D: pourra ne différer de 0(x) que par les termes 
? 


d'ordre 21 -- 1 et d'ordre supérieur. Mais, pour que l’on puisse 
trouver des valeurs admissibles pour N; et D;, il faut que tous 


les mineurs de 


So S1 se. Si 
S1 Sa NE Si+1 
_ 
| 
Si—1 Si Sai—1 
FA) Ti 010 


“ ” DES ds $ . 
HISANOIPÉ 7. 2-7 7 HNICrSOICNL)Da6 nuls. 
0TZo OT: 07; 


Ceci revient à supposer que la série (1) n’est pas récurrente, 
et que (x) n’est pas rationnelle. Si entre les { premières 
équations (3), où l’on remplace c par s, et la formule 


D; bori bin 26; 
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on élimine les b, on trouvera, à un facteur constant près, 


So SAM Sÿ 
Si MES rat St 
(D) DC 
Sj—1 Sÿ +... Sois 
I Uh x 


Nous adopterons cette formule en prenant le facteur constant 
égal à G;; Nis’en déduira. On a alors, à des facteurs constants 
près, 

Do = So, Di = 597 — si, 


D: = 2°( 5052 — 57) + D(S1S2 — 5983) + 5253 — 53, 


Supposons que l’on ait pu calculer ainsi N,, N:, ... et D,, 
D, ... ; étudions les propriétés de ces polynômes. Observons 


N; N; A 
1 |: =1'doit être dela ttorme 


d’abord que la différence 
D; D; 


A 


PCT taste °) on peut poser 


Ni41 D; —D'ANSS A # 
DD 7 æ2t+1 PR 


À,... désignant des coefficients constants; or D;D;,, étant 
de l’ordre 2: +1 en x, cette égalité ne peut subsister que 
SiN;,,D;— D;,,N;estindépendant de x ; nous poserons donc 


Ni D; — D;41N; AE 
Mais les N;et D; n'étant déterminés qu’à des facteurs con- 


stants près, rien ne nous empêche de supposer K = 1 ; nous 
aurons alors 


(6) Ni D; — D;aNi =, 


ce qui déterminera complètement les quantités G;, quand on 
se sera donné N, et D. 


N A 
Nous savons que Re est de la forme 3 Nous prendrons 
1 


D RP ET à 
D — et N,—1:les quantités N;et D; seront alors com- 
0 


plètement déterminées. 
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à , Le N» e £ 
Cela posé, développons -— en fraction continue, et sup- 
nt 
posons &<T m, en employant la méthode exposée aux para- 
graphes précédents. Je dis que les réduites successives seront 


N N: , . . r 
y --., et, en effet, ces réduites sont pleinement déter- 


Em ep NE 
D'AD: 
minées par les conditions suivantes : 
0 N; N y» , , $ : I 
Re et. développés suivant les puissances les ont 
D; D T 


A £ I I L 
les mêmes termes en nr EN terres rs 
DSC N AD SR N'DETEr 
[2 4 #1 
HN) =, 


Si donc on pose 


DS = D:Q3— D;, PE Dia = D;Qi+1 — Di, 


les quantités Q seront bien déterminées, et la fraction con- 
tinue 


Qu 


D 


| RE N 
dont les réduites successives seront Te se s 
1 2 


la fonction (x), qui d’ailleurs pourra se développer en série, 


+, représentera 
sous la forme 

] D 
Er) (æ) DD D: 


CR (2) 
— 


XIII. — Développement de l'intégrale JE da. 


[44 


Supposons la fonction F(x) continue et finie quand x 
varie de a à b: si le module de x est suffisamment grand, on 
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pourra développer l'intégrale 


br 2 
(1) O(x) — F(a)da 


<a 


VIT 


> . . Ï : 
suivant les puissances croissantes de Z Sous la forme 


; So 2 ES Er 
O(r)=-=+ = Es. 
æ 


æ? LL 


et l’on pourra la réduire en fraction continue par les méthodes 
exposées ci-dessus; on a d’ailleurs 


b b 
(29 “= | F(a)da, Gun SE [ aiF(a)da, 
a a 
sr NE "ième né = s : ' , 
Soit la gine réduite de la fraction continue cherchée et 
F 
NE do D A RES EET ER 
D MUNIE ONE DIE RESER 


Née ee ; I 
FT différera de O(x) par des termes d’ordre 21 — 1 en > en 


L 


sorte que l’on aura 


do T! LE, + dj 2 So | S2r—9 
RATE — See Tes 
bot +...+ 6; œ æ?i-1 


L . 
STReretr 5 


les a et les b seront déterminés par les formules 


ao — Vos, 
&j —= 60951 + bis, 
ii = OoSi1 +... + Di 150; 
O— Dos; basis +—...+ biso, 
(3) / 0 = DoSir1 + Dis: +...—+ bis, 
Dion So e Lah eus D ta TE NE le Er IEEe date : 
O0 = 090; IN Di Soi1 +. Disies 


Occupons-nous surtout de ces dernières équations (Selles 
déterminent les coefficients b du polynôme D;(x) qui, mul- 
il i 


. y, \ . \ / I . 
tiplié par Ü(x), fera disparaître les termes en et 1 PAL een 
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au lieu de résoudre les équations (3), comme on l’a fait au 
paragraphe précédent, remplaçons les s; par leurs valeurs (2) : 


nous aurons 


b 
o— f Fa) da(boai+...+ 0b;), 


c’est-à-dire 


b 
= f F(a)D;(a)da, 


b 
(4) o= f F(x)D;(a«)a da, 


b 
| Oo #} F(a)D/(x)astds. 
Ces équations montrent (p. 186) que l’on doit avoir 
(5) Pir)D;(r1= ee [(æ— a)i(x — b)id(x)], 


Y(x) désignant une fonction qu’il faudra choisir de telle sorte 
que D; soit un polynôme entier de degré 4. 

On voit que, si F(x) conserve le même signe entre aet b, 
D; aura ses : racines réelles et comprises entre & et b; enfin 
les formules (4) montrent que, pour 12/7, ona 


b 
l F(x)D;(«)D;(a)da = 0. 
Prenons a) = 1410010; laformule" (1) donne 
Do de + 
(3) = f CR PRO LÉ EE 
et les équations (4) se réduisent à 


+1 
né D'Cœ)}d4="0o; 
—1 


+1 


Î D,(œ)aës1da —:0;: 
ei 
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les polynômes D; sont, à des facteurs constants près, les 
polynômes de Legendre; on a d’ailleurs 


æ 
Di , Ni; 
So 
et (3) donne 
2 D 
DU 2; S1— 0; Sa — 3? S3 — 0, Sy — 3? 


- J 
Nous allons prouver que, si l’on prend F(x)= ;; les poly- 
nômes D seront précisément les X, de Legendre, ce qui four- 
nira l’expression des X, sous forme de déterminants. Nous 
parürons à cet effet de la formule 
Tres 


FU , à 
(ZLn+1 Xn — Xn+12n); 


L'Ers 


X0Z0 + 3X121 +. : + (2n +1)XpZn — 


en intégrant alors de — 1 à +1, nous aurons 


/ \ 1141 Tr [2 
2 (R + 1)Xa f : x À —(n+1)X»+ [ —— dz 


1 2< 


ou, en divisant par Xp» X»11(72 +1), 


EVE À , 
2 pe jl (<= Zn ) 3 
(EE 1)Xn Xn+1 2) Xn+1 Xn/ 3—x 


Faisons dans cette équalion 2 —0, 1,2, ..., n et ajoutons 


toutes les équations ainsi obtenues ; nous aurons 


+1 
2 . D) | 5 J (= NAS 
— + — — = — ] . 
X0 X1 2 X 14 Xo (n +1) Xn Xn+1 > Xn+1 JE 


n+1 


: Xn+1 
le supposer, modx => 1 et si z 1 en valeur absolue, et l’on 
aura 


Si l’on fait n — 


tendra vers zéro; si comme on doit 


LE I 1 


XX NAN px + —he(/ 


DEA 
? 
CR 
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formule équivalente à 


T+HI I 
log — — 
À REERS 


et il est facile de voir que le polynôme D; est précisément le 
polynôme costarecosx. Pour s’en convaincre, il suffit de 


faire à — cosy et l’on a, au lieu des équations (4), 


T 


Jl Dico idine="o, 
0 


TT 
JL DVcospicos 0, 
0 


c’est-à-dire, en général, 


ua 
Ji D;(cosy)cosmy dy = 0, HOEARE 
0 


équations satisfaites pour D;(cosy)— cost. Ainsi les poly- 
nômes D; sont, à des facteurs constants près, les polynômes 


COS arc COST. 
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Considérons la fraction continue 


ou 
VALLEE OS 


d’où l’on tire 


y =x + Va: 


et, par suite, 


L I 
= RS 
z+yaæ—: 


ou 


2 —— 
On en conclut 
I 
VE D 
V 2T — 
et, par suite, 
pa re | % I 
2Væ?—1 te L 


DT —. 


et 1l est clair que c’est le signe + qu'il faut prendre. Si Pon 
forme les dénominateurs des réduites, on trouve 


On Qi, 


 Qn+1 — Q:2x es O1 ; 


formules satisfaites pour x — cosy, Q, — 2 cosny. 


LS 


© 
SI 
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XIV. — Développement en fraction continue d’une série ordonnée 
suivant les puissances de zx. 


Considérons la fonction /(x) définie par la fraction con- 
tinue suivante, Où @5, &, .-. sont indépendants de x, 


(1) J(æ)= & - 


el, sans nous préoccuper, pour le moment, des conditions de 


P,; ARE L 
= 0 
Qi ; di 


convergence de cette fraction, désignons par 


P: 5 4 » . | 
Q.’ .) 0, » --. les réduites successives. Nous aurons (p.322) 
2 ar, 
P; = aa; + x, x 
P2 = Go di @s + T(&o —<— >), 
Q: — dj; 
Q = a + x 
(2) Pris Prdn+1 + rer. 
(3) Qui = QnAntri + QT 
(4) Ph+1 Q» FE Qu+: P,=(—1)ænrr1 


et, approximativement (p. 323), 


9 . 
Pret nn a He 


k x. | us T° PA lier PAC. L'REILT Te 
PAGE Qx+1 Ho Qi CLOSE ru ser Qn Qn+1 


comme il est facile de s’en convaincre à l'inspection des for- 

mules (2) et (3), en observant que P, et P, sont de degré 1 

et que Q, et Q, sont respectivement de degrés o et 1. 
Observons enfin que 


Ph+: Pr (—r)ræn+1 


SP AUS OT RARE Ê 
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et que par conséquent la réduite de rang » donne une valeur 
approchée de la fraction continue qui dépend des termes 
d'ordre n L'r: 

Cela posé, considérons une fonction f(x), développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de x, 


(6) f(L)=S0 + ST + sd +... + sntt +...) 


si une pareille fonction est développable en une fraction 
continue, telle que (1), 1l faudra que l’on ait 


P 


4 A 
—— —= Sp + Si ANRT Snve —— wo, 
)} 
x ® 
w désignant un terme d'ordre » + 1 en +. Les considérations 
précédentes ne sont peut-être pas d’une rigueur excessive, 
mais elles sont amplement suffisantes pour montrer comment 
on est tout naturellement conduit à l’analyse que nous allons 
maintenant développer. 

Supposons que la formule (6) ait lieu à l’intérieur d’un 
cercle de convergence de rayon R. Posons 

be? do + dx —- sis Ne dd æ'!t 


es e 5 1 L D7TÉ 
= NS) eo ll er So SHRCUS 
A ! L ae 2 
Or PO Sa B1æ NE a Pnæ! 


w désignant des termes de degré supérieur à 2 n. Nous aurons 


ddr +... +Ed,zrn 
= (S0+ 82 +... +w)(Bo+ ir +... + fre), 


el nous satisferons à cette égalité en prenant 


do = 50 Bo; 


dr —— SoBn are Si 81 Fa Air Sn Bo; 


O0 = $: se Tr S2 0224 mm ant) Bo; 

RES DR Dee DRE Ts 
2.1 \ A 

0 Sn Br + Sn+1 Pret ++ S2n PoO- 


Les n dernières équations déterminent les rapports 


Br 6e ie 20h) 


SE 
= 
(Te) 
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el, comme 
Qon == Br Tt + Br 1 +... + Bo, 


on en conclut que, en appelant U,, un polynôme qui ne 
diffère de Q:, que par un facteur constant, on a 


DNA ALES Ciel 
Si S2 D CRT | 
(@à Un S2 S3 sie . S n+2 2 
Sn+1i Sn+2 +. ++ S2n+1 
d A 
en posant de mème 
BP LES PA do Se dix DE 1m dti æn+i 
FA (. 1_ ( ST ï 
Qon+1 Bo + DIR Brær 
OS) SITES San+1 LT + u), 


et, en procédant comme tout à l’heure, on est conduit à poser 


x’? GR et EE 1 
So S3 cs  Sn+2 
(8) Un: == S3 Sy, . . Sn+3 
Ü Sn+1 Sn+2 «+... San+1 
OLMENCOLE 
CRETE IAE I O 
Si S2 Sn+1 I 
(9) U:n+1 = Sa S3 he Sn+2 O , 
Sn+1 Sn+2 ..-- San+1 O 
nous ferons encore 
Sp Sp +1 + + Sp+q 0 
Sp+1 S p+2 ... S p+q+1 


Sh+2q a 
Sp+q Sp+g+1 ++:  Sp+2q 


Rappelons-nous maintenant que, si l’on a 
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on a l'identité (p. 161,1. 1) 


2R OR 90R OR OR 


; _ = HE 
da; ; 04 dA@;j dax! ddr dax; 


et, en appliquant cette formule aux déterminants Us, et Uoss, 


On a 
Us yes = T Un SL cE Ur Site 


(PE ee = &Üon-1Sn44 — Un SEE à 


Si l’on pose alors 


| Un Unit 
Q2n lot Q2n+1 — SI ? 
27 21n+1 
(10) K L 
Done S3 n 
Toni res Tiest Aon+1 — GES ? 
\ 2n—-1-2n+1 


ces formules se transforment dans les suivantes 


Qon = RO 2 7 An Qon—1; 


Qu TO!  Aon+1 (7, 
qui peuvent être remplacées par la formule unique 
Qh+1 = 5 A0 PE + An+1 (0? ; 


Q:, Q2, ... sont alors les dénominateurs des réduites de la 
fraction continue 


Je dis que les polynômes P, sont les numérateurs des mêmes 


réduites. En effet, appelons uninstanttP} PP PP 


ces numérateurs ; on sait que 


! ! 
Fo Le ei 


Qu Qn oi LE Q» Qu+1 j 


ou que 


(11) Phss Qn — Pr Qn1 = (—r)rartt; 
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d’un autre côté, 
Pr+1 P 


Qu+1 OZ “# 


w étant un terme d'ordre » 1 en x et, par suite, 


Ph+1 Q HE Or Ph 


est aussi d'ordre n + 1; cette quantité ne peut donc être que 


de la forme yx*#1, + étant une constante. Or on sait que les 
formules (11) déterminent les polynômes P à un facteur con- 
stant près ; donc les P sont égaux aux P/, à un facteur constant 
près (le même pour P, et P' pour P, et P,, ...); or on con- 
state directement que P,— P, ; donc : 


Les a, étant déterminés par les formules (11), La série (6) 
peut étre remplacée par la fraction continue (1). 


XV. — Formule de Gauss. 


Posons avec Gauss 


a. 6 aa) (B 41). 
MIO vtt œ- a? 
Le, Lt PO VÉVAAR) 


a(a+r)...(a—n—1)8(B+1)...(B8+nm—71) 
D UE ON SLI UT Tr) 


haehots 


Il est facile de voir que le cercle de convergence de cette 
série est 1 et que, par suite, la fonction F est bien déterminée 
pour les valeurs du module de x moindres que un, quand 4, 
5, y sont quelconques. Cette série peut se convertir en frac- 
tion continue comme il suit. 

Il est facile de constater que l’on a 


Fa, P+r, y+i,z)—F(a, 8, HT) 

(1) a(y—$) 
= LD ———— Fair, f+1, y+o, x); 

(10) ‘ ) 6 | ) 

il suffit pour cela de remplacer les fonctions F par leurs déve- 


loppements. Posons 


F(a, B+r, +1, æ) 
F(a, B, y, x) 


= P(a, b, Y Z); 


LAN +, . 
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divisons (1) par F(a, 8 +1,y—+1,x); elle deviendra 


I PL Rat Yen) F(a+r, B+i1,y+2,æ) 
P(a«, B, OC) OU HAE F(a, +1, yY+ræ) 


ll 


ou, en observant que la fonction F ne change pas quand on 
change « en $ et vice versa, 


I y—8 F(B+r,a+i,y+2,x) 
Net ls en = , 
P(a, B, y, x) YCY +1) F(B +1, 2, +1, œ) 


c’est-à-dire 


Ù Al 


= LD ———— PIB +1, a, Y—+—1, æ 
P(a, B, y, æ) EG: h (Ass 


ou 


I 


P(a«, B, V> æ)= ; 


diem 


P(B+I, a Y+I,T 
en, Le 


d’où, changeantaen $+1,f$ena,yeny+r, 


P(B+1, a, Y+1, æ) 


L 
7 G+iy+i-a),z, | CR 
ET DITES B(a+i, f+r, y+2, x) 
on re de là 
il 

P A \— L 

BMP) EE 

AE TPE 
| ee SCT ER PE 


(SFA) (Ye) 


Cette formule donne le développement de ® en fraction con- 


tinue ; en faisant $ —0o,ona 


F0, y urEei 
et 


P(a, 0, y,T)—F(«, 1, Y+1, æ), 


an. ut due ne RS Se 
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et l’on trouve, en changeant y en y —1, 


Par ie) 


ax 
EF br 
1 — 
CT 
I —_ 
LA 
où l’on a posé 
R pre ÉTÉ A 
rate) 
E (a+ 1)y he 2(Y+I— a) 
CSALICYEE" 2) Ge )(Y=E 5) 
Mai EYE) __ 3(y+—2— 3) 
D gr ES LU PUR EEE 4 — 7 ; 2 
(3) (y) CA) Cree 0) 


XVI. — Digression sur les nombres + et e. 


Nous avons vu que les transcendantes de Bessel se rédui- 
saent, dans des cas particuliers, à des facteurs près, aux inté- 
grales successives 


Fi F3 5 #1 sf 
SID x sin x dx æ x sin x dx? 
? ? 2 
0 0 0 


Posons 


L D #3 
ES —sin07, Ci =) zsinrde= [ æUo dr, 
0 0 


x 
LR fl æUndz; 
0 


dn aura, en intégrant par parties, 


U, = sinx, 

U, = —zxcosx + sinx, 
Le 3 U; — æ?U,, 

U; = 5 Us — z? U;, 


EL — Traité d'Analyse, V. 


D 
[SO 
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et l’on soupçonne la formule générale 
(1) Uni =(2n +1)Ur—2 Un 1, 


que l’on vérifie en prouvant qu'elle a encore lieu quand on 
change nr en ñn +1. À cet effet, multiplions (1) par x et inté- 
grons de o à æ; nous aurons 


TL 
(2x) Un+9 = (27 +1) Una f LUS 
0 


Or 


54 F4 F4 
[ Ur; -dr = (el r Una) e | 
0 0 0 
= f eae( [° rude) 
0 0 


Fr É 
jh a Un de = a Un—2 f TUhdz = %z'Ür —2Uh+:. 
0 0 


ou 


La formule (2) s'écrit alors 
Uno = (27 + 3)Un+1— 2? Un. 
La formule (1) est ainsi établie. 


Ceci posé, 1l est évident que U, est de la forme 


Uh = Gr cosz + S,sinx, 
CA et S2 désignant des polynômes entiers en x, et la for- 


mule (1) peut s’écrire 


Cnrcosr + Syyrasinæ —=(2n+1)(C,cosæx + S,sinæ) 
— 22( Cy-1 COST + Sy_1Sinæ). 


Les coefficients de cosx et sinx dans les deux membres de 
cette équation doivent être égaux; en effet, quand on a 


A cosx - B sinx — A'cosx + B'sinx, 


on en conclut 
À + Btangx — A’+ B'tangx 
ou 
A — A'—(B'—Bjtangz. 
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Getle égalité est impossible si À, A’, B, B’ sont des polynômes, 


. + L Gp 
tels que BZB'; car le second membre est infini pour x — ne 


3 ee ... qui ne peuvent pas tous annuler B'— B. Ainsi l’on 
doit avoir 
CN — 0 —- 1)Cn — x? cer: 


Sn+1 — (27 rs 1)S7 7 a? RU RS 


on en conclut, en faisant 7 — — 1,0, 1, 2, ... et en obser- 
vant que, comme U, = sinx, U,= — xcosx + sinx, 
C1 = — x?2C-1, Se I— æ?S_4, 


2 — 3 C1 — x? Co, 2 = 391— 4290, 


mn 


Ces formules permettront de calculer CG, CG, ... de proche 
en proche, et l’on voit que 


1 . cos æ 
ce — 3 DA 0 (bas ° 
a 
Or on a 
Üh1 = U,(2n +1)=7U; 
ou 
(PR hr I 1 
Ü» 1 2 U, x? : peer de 
donc 
Cesar I 
U, Fa x? Ü, x? : U: 
rs: I 
| æ2 3 I 
T° U; x? Use 
U-; COS Tree 
Or — Sie FO dUNC 
Uo ? 
COLT I I 
æ ax? x? 
2h. 
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ou 
L'ART x 
tangæ LA is x? 
Re 
E— 
ou enfin 
æ 
tangr — 72 
is TE 
por | 


Cette équation prouve que, si æ est commensurable, tangx 
T 
4 
pe saurait l’être, ce qui est absurde; le nombre = est donc 


: A < . , . T 
ne saurait l'être; donc, si - était commensurable, tang- —1 
Œ 


incommensurable. 
Si l’on fait x — x/{/—1, on aura 
ex — ex 4 x 


’ 


ex + eTx x'2 


x? 
3 + ——— 
5 +. 
nr 
ce qui prouve de même que e? estincommensurable, quand x 
est commensurable. 
On a aussi 


Are tang æ : 
donc, si x? est commensurable, —=— ne le sera pas. Faisons 
T 


4 —=T, On aura 
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donc 


2 


donc +? pas plus que x ne peut être commensurable (!). 
(Hermire, Comptes rendus, 1853.) 


XVII. — Développement des irrationnelles algébriques 
et des racines de l'équation du second degré en particulier. 


Soient F(x)— 0 une équation algébrique, « une valeur 
entière approchée par défaut d’une racine : si l'on fait 


I ; à 
D A+ l'équation F(zx) — 0 se transforme en une autre 
1 


F,(x;)= 0. Soit a, une valeur approchée par défaut et 
entière d’une racine de cette équation : on pourra poser 


I ES : . HTUS , 
CT et ainsi de suite; on obtiendra ainsi le déve- 
2 


loppement suivant pour une racine 


Cette méthode pour la résolution des équations a été déve- 
loppée par Lagrange; elle conduit, pour les équations du 
deuxième degré, à une conséquence remarquable. 

Soil 


(1) ax?+fr+y—o 


une équation du second degré à coefficients entiers, et sup- 


(1) Depuis que ces lignes ont été écrites, MM. Hermite et Lindemann 
sont parvenus à démontrer que les nombres + et e ne sauraient être racines 
d’une équation algébrique à coefficients entiers. M. Rouché a reproduit 
leur démonstration à la fin de la dernière édition de sa Géométrie. 
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posons qu’en appliquant la méthode de Lagrange on ait 
trouvé 


pour le développement d’une racine; 4, &, ... sont alors des 
entiers positifs (excepté peut-être a). 


P. P 
LP © ]Jes réduites successives de la fraction 


CRONQRE 


continue, abstraction faite du terme +,,,, on aura 


Appelons 


Pr+ Pr1Tn+ j 
) 
Qn + Qn-1Tn+1 


4 HE" 


portant cette valeur dans l'équation (1), on aura 
(2) a'æ241 + P'Œnr1+Y = 0, 
formule où l’on a posé 


ur AE a® DRE Qn—1 + YQ%-1 
“A = 2aP»P» 1 + B(P»-1 Qn+ Qn1Pn) + 2YQh Qx-1; 
te = a P? x me BP Qx + yQZ. 


Or considérons la valeur de «'; on peut l'écrire 


1 9 F Par Ph ) 
LRU + k Die : 
à fn (2 FE 1 F Qn-1 L ( 


et, en posant 
Ph: 
0: 


et en tenant compte de (1), 


CN mn 


a'= Qÿ_,(2aesx + Be + ae); 


OU Que —— ; donc 


I 
CRUE Qn1 Œ M 


mais € est moindre que 


d'LIAT+HR + —— 


Œ. Fi 
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en supposant à => 0, ce quiest permis. Il en résulte que &’ ne 
croît pas indéfiniment avec » ; on verrait d’une façon analogue 
que Ê’ et y/ ne croissent pas non plus indéfiniment. Comme 
ces nombres a/, f/, y sont entiers, ils finiront par se repro- 
duire, et il y aura une inconnue auxiliaire +, qui finira par 
être égale à l’une des inconnues auxiliaires précédentes; le 
développement des racines de l’équation (1) finira par être 
périodique; on a donc ce théorème de Lagrange : 


Toute racine d’une équation du second degré à coeffi- 
ctents entiersse développe en fraction continue périodique, 
dont les numérateurs sont égaux à un et les dénominateurs 
entiers. 


La démonstration précédente est de M. Charves. 

Réciproquement, toute fraction continue périodique est 
racine d’une équation du second degré, qu’il est facile 
de former. 

En effet, soit 


(72 
Ve -- 
12 u! 
0" 
uU —- 
Ge u 
MS AP Enves 
La période se composant des dénominateurs w, #, ..., w, 
on à 
u' P+PY 
meer ? 
Tu PAPA 


P» P'; g q! désignant des quantités indépendantes de y; on 
voit, en chassant le dénominateur, que y est racine de l’équa- 
tion 

CRE NAT Pa or 
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CHAPITRE VIL 


CALCUL DES VARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. 


I. — Théorème fondamental. 


On peut toujours trouver une fonction 
SAUT lo, ….., ln; 1; Œo, ... Xm) 
de til», +, (net des DATAMÈITeS aide PO QUO ETS 
Li 4 lat Ne NS MR = SCT ÉCLISCRCEUNTL EIRE 
donnée wt(a;, &, ..., dm) des x quivpour 4 Le 
lo —t,,...,tn = t, Se réduise à une autre fonction donnée 
pi, lMn, et; Am) GQUL POUTIU == CIC CR PNR 
duise à une fonction donnée O(4,, t:, ...,t,) des tel qui 


! ! 4 L A e 
POUT 4 —4,, A2 — Uyy se, SE réduise à une autre fonction 
HONTE NL Le CORNE 


En supposant, bien entendu, 


AU PRE EUR RTE PE QUI ER EIRE ERA Ne. 
VCD Los cer A te Nate de LUCE ISO 
y COR ET Pa OR CS VO 
YU: dartoneo di Lasebit) ED AUS 10 Mie ONU RES 
ce théorème est presque évident, et la fonction dont il est 
question peut revêtir une infinité de formes diverses. Bor- 
nons-nous à en signaler une seule : posons 


Te (tint) Car ir) 

QE 1 7 7 ï 
Ci tn) CSL 

Te (h—t)(t—t,).. (ln — ty) 
h : 


AH) —). (Et) 
VE CS nt AC ms DA 
(ai —af)(as — as)... (am — am) 
AL (ai—d,)(al a) area) 1 


! 


a (ai Gi )(a NET NÉ AR ER Le 


1 
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nous pourro ns pren dre 


X = Ti(99— 850 À 9 — 801 A1) 
a To(o'— @10 À 0 — O1 A1 ) +- A300 +— A0, 


comme il est facile de le vérifier en faisant £, — €, ... ou 


‘ / ! 
TO DE es = QU Mn: tre 


II. — Variation d'une fonction. 


Dans un grand nombre de questions, on a besoin de com- 
parer deux fonctions et de passer de l’une à l’autre d’une 
manière continue : ce passage peut se faire en imaginant que 
les deux fonctions en question sont des cas particuliers d’une 
fonction plus générale, contenant des paramètres @&,, do, ..., 
PÉROUÉSTENA Sant MO dr -.. ON ODiiénne la 


première fonction et qu’en y faisant «, — 4,4» —4,,...0on 
obtienne la seconde. En appelant f, la première fonction, /; la 
seconde, la fonction plus générale en question pourra, par 


exemple, affecter la forme 


(ay — a, )(a2 — a)... 
(af —a)(aÿ — 2)... 


(a — a) (ao — 29)... 
(a, —af)(as — as)... 


fi 


+ fo 


Toute différentielle relative aux paramètres « s’appellera une 
variation etsera représentée par la caractéristique Ô que nous 
substituerons à la caractéristique ch 


III. — Variation d'une intégrale. 


Lorsque l’on veut étudier les changements que subit une 
intégrale quand on modifie la fonction placée sous le signe f, 


ainsi que les limites, on peut imaginer que ces changements 
s’opèrent au moyen de la variation d’un ou de plusieurs para- 
mètres 4, %, ... contenus dans la fonction à intégrer et 
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dans les limites; mais, au moyen d’un artfice que nous allons 
indiquer, on peut se dispenser de faire varier les limites, ce 
qui évite souvent des complications. 

Considérons, par exemple, l'intégrale 


Li 
’ " D'LA 
M EL OV FENTE NS PS GR) QE 
T9 


dans laquelle F est une fonction quelconque de x, y, y’, 

3, 3°,... de formé donnée; y, 3, ... des fonctions de forme 
indéterminée de Z, e19, 21, 9%, 20" eMleuredétiVe este 
tives à æ. On peut, si on le juge à propos, faire varier y, 3, 
Lo, L1, les valeurs 5, Ja deYipourr = ri entre 
lés'valeurs 2= 21,7 = ide Pour Terme 
Alors on imagine un changement de variable : on pose 


= pl ai Cr EE 


se) ea rs te vais ere ere te atel ele el 


et l’on prend pour nouvelle variable d'intégration £, On déter- 
mine ensuite la forme des fonctions v, y, 4, ... de telle 
sorte que, pour 6— (5, æ se réduISé à 26, JA V0 24 20 
que;‘pourtt— 1; mise réduiseà 71, J à Ja, 21461, QUE POLE 
= =, 1 D: y ie iSetréduisent A de ORELIENS 
données de £, à savoir ®,(t), Xo(t), Wi(t), ...; que, pour 
=; TV, 2 serréduisent 00, (4) CROP RIRES 
Ces fonctions D}; X5, PDO OU PR DeRVENS 
d’ailleurs être choisies de telle sorte que, par l’élimination 
de 4, y et z, .. deviennent des fonctions données de x° 
POULE 0 0 EUIDOUDEE EN PRES 

Les limites de l'intégrale ne contiennent pas les & après ce 
changement de variables, et alors la variation de l'intégrale, 
ou sa différentielle totale relative aux & pourra se prendre 


simplement en différentiant sous le signe /. Nous allons 


maintenant développer le calcul de ou. 
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IV. — Première méthode. 


De l'équation 
œr 
u= | CR PR a Le ee) GE, 
To 


on tire, en observant que x, et +,, après le changement de 
variable, doivent être remplacés par # et £, et que dx doit 


À ; dx : : 
être remplacé par TH dt, mais en n’effectuant pas ce change- 


ment que l’on sous-entend 
FE 
du = f (ÔF dæ = FÔ dx); 
SALE 


= S dr CLS S 
or, en observant que 0 dx — 0 — dt = — 0x di = doûx et 
dt dt 


en intégrant par parties, on à 
Fe x 
= | Fèn+ f (ÔF dx —- dFôx); 
Lo 1% 


or, en appelant X, Y, YŸ/,...,2,72/,... les dérivées partielles 
ARS 1 
DO HArCIATIVeS AM ME Ce 22,2, .. Ona 


jf [(èy dx — dx dy)Y + (03 dx — 0x dz)Z 


2 (dy'dx — Ôx AD NE NN]; 


la fonction F pourrait contenir Z5; Yo; 20» + + 5 Mas Pa, 345 + - 


dans ce cas, 1l faudrait ajouter sous le signe f les termes 


que nous n’écrivons pas pour ne pas trop compliquer. On 
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peut encore écrire l’expression précédente ainsi 


(1) T1 
- dx[(èy —y'ôx)Y+(ÿz—3'0x)Z+..+(dy — y"0x)Y' 


+ (03 — 3"0m)L'+...+(dy"— y") Y"+... 


Si nous posons alors 

wW—Ô0v—yôxr, m—Ûz— 207, 
nous aurons, en différentiant par rapport à 4, 

dw = 3 dy — y'à dx — dy'àx 
ou, en observant que à dy = d(y'dx)= dy'dx + y'à dx, 
dw = Ôy' dx — dy'ôx — dx(èy' —7y"ôx) 

ou bien 
(a) w'=Ôdy — y"0r. 
Différentiant encore, on a 

dw' = y" dx + y"0 dx —y"dxôx — y"dèx 


ou 
dw'= dx(dy"—7y"Ôx), 


c’est-à-dire 


(2) et (3) permettent d'écrire (1) comme il suit 


Xi > 
Ces | 
vu =| Fèr+ de[oY+wmz+...+wY 
U4 


To 0 


ES OS EN CRETE, 
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ou, en intégrant par parties, 


| (Fèr-u +02... 0024. 0 +...) 
dx 
lo 
Fes HYUNTAYE dz' 
me de|o(r + —..)+0(2-+.)| 


0 


Telle est l'expression de la variation de w; elle est de la 
forme 


7. x 
| H+ f (Qw + IHw)dxr, 
Lo we 


Q et II ne contenant plus une seule variation. 


V. — Seconde méthode. 


On peut suivre une méthode plus simple pour calculer du. 
Considérons toujours l’intégrale 


Li 
u= | Here) de: 


et faisons encore le changement de variable indiqué au 


, ’ me dy 
paragraphe précédent; mais remplaçons y’ par nu y” par 
dy dx — dx dy 

dx s 
dérivées prises par rapport à æ les différentielles prises par 


-.., c’est-à-dire substituons partout aux 


rapport à £; u prend alors la forme 


CE EC SRE NOR AO EE AT LS ASE 


Si l’on pose alors 


0F 0F 0F 0F 
A No rl Er Ci 
on aura 


| du = fèr = [Re + Yèy+2ès + x dx 
+ Y'à dy --Z'ù PEL RINT IPS nr 


(1) 


sf 
| 
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En intégrant par parties les termes, tels que XI0 ALMA OI 
151 
fx dx = | X'dôx = X'x — far ax' 
Ga 
Jxède = fxa-| X"5 dr — f ax"3 de, 
Xo 


=} (X"Ô dx — aX'èe)+ f d'X'èr, 


la formule (1) devient alors 


To 
du =} (X'dæ + Y'0y +...+ X"Ù dr ...) 
Lo 


+ f(R de + Yèy + 28e — ax 8m — av" èy— dZ'Ëz + d'X"Dæ +. 


et prend la forme 


O2 
a 
Il 


| a+ [(ABe + Bèy + 03), 
9 


0 


A, B, C désignant des fonctions de x, y, 3 et de leurs diffé- 
Li 

rentielles.| À contient les variations de x, y. ..., dæ, 
Lo 


AV AUX LINILES EEE LEGS 


VI. — Troisième méthode. 


Pour trouver la variation d’une intégrale définie, on peut 
enfin suivre une troisième méthode qui s'applique assez bien 
aux intégrales multiples, et sur laquelle nous aurons à revenir. 
On suppose que les fonctions y, z, ..., dont il a été question 
aux paragraphes précédents, renferment des paramètres &,, 
&, ..., entrant dans les limites #5, x, de l’intégrale que l’on 


Fi. 
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veut faire varier, à savoir 


u= f F dx. 


0 
Sa variation du ou sa différentielle totale relative aux à sera, 


en appliquant la règle de la différentiation sous le signe / 


pour le cas où les limites sont variables, 
#4 Li 
ou =| FÔx — dx ÔF 
XQ den 
ou, en observant que x ne varie pas, 


ou | Fèr+ | (YÔy + Y'Ôy' +...)dxr; 


Eu. 


l'intégration par parties donne 


D en (x dY' dY" ) j ; , 
1 PALETTE ns) TION; 


mais dy, 0y',0y,... n'ont pas ici la même signification que 
+ Lo 
dans notre première méthode. Ainsi l’on n’a pas | DA 


et 1l est bon de savoir transformer les expressions définies 


Lo 
qui entrent dans la formule précédente. | Ôy est égal à la 


valeur que prend dy pour x = x,, de sorte que, siy = f(x, a), 


To 
4 0 f (To, a) 
| Leÿ ir en dt 


Au contraire, 


va 0 f (0; a) 


N 0 f(æo; a) . 
ne 0To + THE RTS da; 


3 d 
De [f(æo, «)] dx 
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il faudra donc faire usage des formules 


€, rs 
Yo =] Ô +] yY'Ôx, 
Le 


la notation | y'àæ étant mise ici pour y,0æ,; de même 


d’où l’on tire 


en ayant égard à ces formules et, par suite, aux suivantes 


Li 
N Q IN TN [AN 
| OV — ON 0 HOT 0Ti + Vo 0To; 
5 9 


il est facile de voir que la méthode actuelle fournit les mêmes 
résultats que la première. 


VII. — Simplification. 


Lorsqu'une intégrale doit subir des changements par 
suite des changements de forme que prennent les fonctions 


placées sous le signe /, les limites restant invariables, on 


peut, ce que nous avons eu l’occasion de faire déjà plusieurs 
fois, supposer que les fonctions en question contiennent des 
paramètres variables et supposer que les variations de l’inté- 
grale proviennent des variations attribuées à ces paramètres; 
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dans ce cas, il n’est pas nécessaire de faire de changement de 
variable, et de supposer que la variable x, par rapport à 
laquelle on intègre, contient les paramètres, et l’on a x — 0. 
Alors on a simplement 


xs l' Es 
of F dx Si dE dx | 


Zoo ep): 


_ (Y Ôy + Y'ày'+ Y’Ôy"+...+ ZÔz...)dx 


et, en intégrant par parties, 


T1 T1 . 
ë =) (rèr+ va a...) 
2e Lg 
| dY' $ à ; 
oui (= + )a+ 8e. | ar 


Cette expression de la variation de l’intégrale est, comme l’on 
voit, beaucoup plus simple. 


VIII. — Condition pour qu'une fonction soit une dérivée exacte. 


Nous avons déjà montré comment on pouvait intégrer 
l'expression F(x, y, y’, ...) sans particulariser la forme de 
la fonction y quand le problème était possible ; nous allons 
reprendre cette question; pour en donner une nouvelle solu- 
ton, à l’aide du calcul des variations, et ramener le problème 
à l'intégration d’une différentielle exacte, on obtient de cette 
façon la solution la plus nette. 

Nous avons déjà fait observer (t. IIT, p. 215) que, si l’inté- 
grale 

A 
il F(æ, 7,7 ,9", ...)dæ, 
lo 
dans laquelle y, y’,7", . .. représentent une fonction de x et 
de ses dérivées, avait une valeur de la forme f(x,y,y", ...), 
quelle que soit la forme donnée à y, sa valeur ne devait pas 
L. — Traité d'Analyse, V. 24 
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changer en faisant varier la forme de y, sans changer sa va- 
leur ou celle de ses dérivées pour x = x, etx = #,. En effet, 
en appelant f(x,y,y',...)la fonction dont F(x, y, y’, ...) 


est la dérivée, la valeur de l'intégrale de F est 


| FORTS VNRONREN 


et ne varie pas si y, y’, y”, ... sont donnés pour Z = % 
etæ=x,; or, quand on suppose les quantités x, y, y', ... 
invariables aux limites, on a 


sf Fan f (è-eYyeMy Me 


Lo To 


0F OF 
VA Pres et,en 


ne ; 0F 
Y, Y/,...,X désignant, pour abréger, ce 
intégrant par parties, 1l vient 
TE É LYS AIO 
sf. Far= [ GT + Sr. )drèy. 


Pour que la variation de notre intégrale soit nulle, quel que 
soit dy, il faut que 


744 d?2 Y" 
(1) de pres EN ie 20 LA SO LEE 
OU que 
A ON TERO T0 di 
TRE 7 Ÿ Ÿ op? +... 


Cette condition est d’ailleurs suffisante. Supposons-la satis- 
faite : faisons varier l'intégrale 


PE) Far: 
To 


mais, en supposant la limite inférieure telle, que x, y, y', -.. 
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y soient invariables, on aura 
À" 
one 1 (ÔF dx + FÔ dx) 
e/ Lo 
=Fèr+ f (SE dx — dF x) < 
d'o 


de 
_ Fès f [Y(dy dx — Ôx dy) + Y'(ôy' dx — dx dy')+...] 


, 
= Fèr+ [ [Y(@y 


e Lo 


V'ôx)+ Y'(ôy'— y'dr)+...]dzr: 


* 9 Q Ni LS 
si l’on fait dy — y'àx — w, on a vu que 
dy — 7" ÔT — w’, 


Ainsi l’on a 


TL 
do + f (OY + wo Y'+w” Y"+...)dx 
0 : 
ou 
à = Fèr +owY'+wY"+ wo" Y"+... 
dY" dY" dY" 
FE RE MO BTS —,.. + 0 Ton? 


en observant que le coefficient de w sous le signe f est préci- 
sément le premier membre de (1), c’est-à-dire nul. Si l’on 
remplace alors w par sa valeur, on a 


2 = Fe + (y —y'e)(Y— . er) 
. e AU \ 
+ (dy — 38e) (v"— SE de). 3 


cette expression est de la forme 
SF US VO DEN OT 
et, par suite, f est l'intégrale de la différentielle totale 


Uôx + Vôy +..., 
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que l’on peut maintenant écrire sans inconvénient 


Udr + Vdy + V'dy'+..., 


en considérant x,»,7"',.. comme des variables indépendantes. 
IX. — Recherche du maximum ou du minimum d'une intégrale 
définie. 
Progzème. — F(x,y,3,7',3',7”,...)désignant une fonc- 
AY ARRETE 


ETS JS à 


tion donnée de x, y. zet des dérivées y! — =, z 
Rae ‘4 dx’ dx 


on propose de trouver les fonctions de x qui, mises à la 
place de y, 3, rendront maxima ou minima l'intégrale 


définie 


LS 
ue F dx. 


DS 5 


Pour résoudre cette question, on fera varier l'intégrale u, 
et l’on exprimera que Ôu — 0. En effet, pour exprimer que y, 
z rendent 4 maximum ou minimum, il faudra exprimer que, 
quand ces fonctions changent de forme infiniment peu, quels 
que soient les changements de forme éprouvés par y et z, 
uw prend toujours un accroissement de même signe, ces 
changements de forme pouvant être censés produits par la 
variation d’un ou de plusieurs paramètres &,, æ. .... Le 
problème que nous voulons traiter ne diffère pas des pro- 
blèmes ordinaires de maxima et de minima; il faut donc 
que la différentielle totale de w relative aux à ou du soit 
nulle. Il faut aussi que Ô?w reste toujours positif pour qu'il y 
ait minimum, et négatif pour qu'il y ait maximum. Heureu- 
sement, la plupart du temps il n’est pas nécessaire de 
calculer Ô?u, ce qui serait fort pénible, et, par la nature 
même de la question, 1l est facile de discerner le maximum 
et le minimum. 

De quelque manière que l’on s’y prenne pour calculer ôw, 
on doit obtenir les mêmes résultats ; nous avons vu cependant 


è 
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la variation Ôuw affecter deux formes différentes (p. 363 et 
p: 365), à savoir 


a x, 
(1) du #1 H [ (Qw + Ils) dr, 
x LX0 


Vo 


#1 en 
(2) | a+ f (Aôx + Bôy + Côz); 
L9 lo 


d’après la forme (1), pour que l’on ait Ôu — 0, il faut que l’on 
ait séparément 


(3) | H Lo. 


En effet, wù — 0y — y/ô0x et & — 0z — z/0x sont arbitraires; 
; RS ) 


ræ 
Î 
o 
= 
Il 
© 


on peut donc les choisir tels que, si Q et IT ne sont pas 
nuls, l'intégrale ait tous ses éléments de même signe, et de 


T1 
même signe que H si cette quantité n'est pas nulle; et 
TL 


alors Ôw ne sera pas nul. Ainsi les formules (3) sont les con- 


Li 


ditions du maximum ou du minimum; d’ailleurs, pour que] H 


Lo 
soit nul, il faut que les coefficients des variables indépen- 
dantes qu'il contient soient nuls. 

Un raisonnement analogue fait sur la formule (2) montre 
que les conditions du maximum ou du minimum sont aussi 


T4 
(4) | A9, À — 0, Di C0 
2 
Il semble que l’on trouve ainsi une condition de plus; mais 
les conditions (4) rentrent dans les conditions (3), et, bien 
que l'identification des formules (3) et (4) ne soit pas une 
tâche au-dessus des forces de l'Analyse, on peut voir & priort 
que les formules (4) peuvent se réduire à un nombre moindre 


d’une unité. 
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Les équations A —o, B—o, C —o sont des équations 
différentielles dans lesquelles la variable indépendante est #; 
les équations Q — 0, IT — o sont des équations différentielles 
dans lesquelles la variable indépendante estæ. Dans le premier 
cas æ, y, 3 sont des fonctions à déterminer; dans le second, 
y et sont seuls à déterminer et le problème est résolu. Dans 
le premier cas, après avoir calculé æ, y, z en fonction de £,il 
faut éliminer £ pour avoir le résultat, de sorte que les équa- 
tons Q — 0, I] — 0 sont ce que deviennent À —o, B—o, 
C = 0 quand on a éliminé &. Comme, d’ailleurs, la relation 
qui lie x à testarbitraire, les équations (4) ne nous apprennent 
rien de plus que les équations (3). 

Dans la pratique, les équations (4) devront être préférées 
aux équations (3), d’abord parce qu’elles sont plus symé- 
triques, et ensuite précisément à cause de l’indétermination 
de la variable indépendante, ce qui est un avantage que nous 
avons eu souvent l’occasion d'apprécier. 


X. — Résolution de quelques problèmes. 


ProgzÈme I. — Trouver le plus court chemin d’un point 
à un autre. 


Soient æZo, Jos Zo les coordonnées de l’un des points par 
rapport à trois axes rectangulaires, æ;, 71, 3, les coordonnées 
de l’autre ; il s’agit de rendre minima l'intégrale 


Ge 
u— 3 V dx? + dy? + dz?, 
US 


qui exprime la longueur de la courbe cherchée. Calculons ôw 
pour l’égaler à o : en supposant les limites variables et en 
les supposant tacitement remplacées par {, et £,, la variable 
d'intégration élant £ et non plus x, on a 


T1 #» 
du 11 d V dx? + dy? + dz? 
lo 
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ou 


N CE dx dx + dy 9 dy + dzôdz 
PAYÉT ds / 


en écrivant ds au lieu de dx? + dy? + dz?. En intégrant 
par parties, on a alors & 


Pour qu'il y ait minimum, il faut donc que l’on ait 


dx dy ds 
(1) Bree 0; GC: CRE 
(2) | (dx 0x + dy ày + dz0z) = 0. 
Lo 


Les équations (1) donnent 
OR Ne RS dY—i0i\ds, A3 COS, 


a; b, c désignant trois constantes, qui se réduisent à deux 
si l’on prend æ pour variable et si l’on écrit ces équations 


dx dy __ ds, 


a b Ch 
d’ A Li ;: S , F 
ou l'on lire, en intégrant 
7 3 


(3) RS RU dl. 


a b C 


Ces équations sont celles d’une droite, et le plus court chemin 
cherché est une droite; 1l reste à déterminer les constantes 
a, b, c, x, 6, y. Nous allons examiner les divers cas qui 
peuvent se présenter. 


Premier cas. — Les deux points %o, Vos 30 El Li, Vas 34 
sont donnés fixes. Alors Ôto — 0, do = 0, 02, — 0; 0Xi — 0, 


376 CHAPITRE VIIL 


8Y1 = 0, 021 — 0, et la formule (2) est satisfaite d'elle-même. 
Les constantes a, $, y, a, b, c se déterminent en exprimant 
que la droite (3) passe par les points fixes donnés. 


Deuxième cas. — Les deux points &o, Vos 0 €t Li, Va, 31 
doivent être situés sur deux surfaces 


(4) D0( To; Vos 30) = 0, D1(T1, V1 31)= 0. 
Alors à la formule (2), que l’on peut écrire 
) P 
(5) da dei + dvi dyi + Ô3: dzi — 000 do — Ô0Yo dYo — 030 do = 0, 


il faut adjoindre les équations obtenues en différentiant (4) 
par rapport aux paramètres «, ce qui donne 


090 à 005 920 < 
0T En ES 0 +— 023) —= O 
6) 0% Yo 4 03) . 
do do dc 
WE 0T l T1 Ô 11 Ôz 0 
RSS LOL 
0T; V1 4 03; : 


éliminer deux variations entre (5) et (6), égaler à zéro les 
coefficients des variations restantes ou bien, en employant la 
méthode des multiplicateurs, poser 


5 200 0C 0% 

dx = À0 0% — O, dYo mr Ào Yo = 0, dz0 se Ào a AT 
9%: 0%: . do 

LES TE Vera —= O, AE AS dz1 + À: PS 


ce qui donne, en éliminant les multiplicateurs À, et À, 


dx, 2 dy _ dä 
1000 ii / der bee 
CAC) 
dx; dy. dz; 


EME) 

mi) (in) a 

Ces équations expriment qu’un déplacement effectué sur la 
droite qui est le chemin minimum est normal à chacune des 
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surfaces (4); la droite (3) aura donc ses constantes @, b, c, 
«;, D, y déterminées par cette condition qu’elle devra être 
normale aux deux surfaces. 


TrorsiÈme cas. — Les deux points xo, Vos 203 Las Vas 3 
sont l’un fixe, l’autre assujetti à demeurer sur la surface 


DOC To; Vos 0) + 0. 


Ce cas se traite facilement en supposant 0x, — 0y, — 03, — 0; 
la droite cherchée est alors la normale menée x,, y,, 3, à la 
surface Po — 0. 


Quarrime cas. — Les points æ5, Yo, Zo et Li, Vis 1 Sont 
assujettis à se trouver sur les courbes 


Do (To; Vos Zo) = 0; 1 —0; 
(7) | 2Æ . 
l Lo(Tos Vos Se 0: Yi—0: 
à l'équation 4) 


dr + dy10y1 + dz1031 — dxyd0 — dyo00Yo — d300230 = 0 


il faudra adjoindre celles que l’on obtient en différentiant (3), 
à savoir 


020 0To +... —0 0% Be AE 
> pe... — O, Een Dire ee —— 
OZ 079 d 
dl 
091 01 — 0 0% Ô T1 — 0; 
#] ET se à — er UE: Æ ele 
0 1 ) A 1 ? 


en éliminant quatre des variations ts, dyo, ... et en éga- 
lant à zéro les coefficients des variations restantes, on aura 
les équations déterminant les constantes à, db, c, a, $, y. En 
faisant usage de la méthode des multiplicateurs, on a 


000 A 
Case Ÿ 0Zo “s Le 0Z0 te 
= © 0 
dy Sn /\) — Mo Fe — O, 
00 QU 
d3 a Ào n + Lo 02 — O, 
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et trois autres équations obtenues en changeant l'indice o 
en 1; on en déduit 


0(%o; Vo) F d(%0, Vo) Car 0(%; Vo) Ce 
d(Yos Zo) ail 920; Lo) RATE) 


dx, 


qui exprime que la direction dx, dy, dz, ou à, b, c de la 
droite est normale à la direction de la tangente à la courbe 
20 —=0,%o —0; elle est évidemment normale à l’autre courbe. 

On voit sans peine comment on traiterait le cas où l’une 
des extrémités du chemin cherché serait assujettie à demeurer 
sur une surface et l’autre sur une courbe, etc. 


Proszëme Il. — Trouver sur une surface la ligne la 
plus courte entre deux points. 
L'intégrale à rendre minima est, comme dans la question 


précédente, 


(1) u =" Vdx? — dy? dz? 


mais æ, y et 3 ne sont plus indépendants les uns des autres, 
et l’on a entre eux une relation 


(2) TAUPE RO D EEU 


qui est l’équation de la surface : on devra donc remplacer z 
par sa valeur tirée de (2) avant de faire varier l'intégrale ; 
mais on peut aussi faire d’abord varier l’intégrale, puis tenir 
compte de la relation (2) en observant que df — 0, ou que 


(53 f19x + fa0y + f303 —=0, 


en posant, pour abréger, f, — Joe LE ds » f3 — 3; onuaalors 


% pas 
"oi ds 
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en désignant dx? + dy? + dz? par ds?, ou 


2 l (a TR oe+ 4 Pay+a Rs). 


Pour que du soit nul, il faut que la quantité placée sous 
le signe f soit nulle; car, en vertu de (3), elle se réduira à la 


forme Aôx + Bôy et les coefficients de dx, dy qui sont arbi- 
traires devront être nuls; ainsi l’on doit avoir 


& 
O2 
+ 
Q& 
| 
& 
À, 
| 
O2 
A 
Î 
© 


En combinant cette formule avec (3) et en employant la 
méthode des multiplicateurs pour éliminer les variations, 
on à 


GATE 


dz 
ds VE fs+hd= =0; 


d 
fi+idT 0 A +kd 
d’où, en prenant s pour variable indépendante, 


GNT D OT ES D 


(4) = = —— 
JS J2 J3 

La courbe cherchée a donc sa normale principale en coïnei- 
dence avec la normale à la surface; son plan osculateur est 
normal à la surface. Les lignes qui jouissent de cette pro- 
priété portent le nom de géodésiques : nous les étudierons 
plus loin. 

S1 les points To, Vos Zo et Z1, Va, 3, Sont fixes, on aura 
du — 0, en prenant 

ds 


TL 
(5) | (8e + Pay + Pc) 0, 
Lo 


et cette équation sera satisfaite d’elle-même, 0æ6, Yo, +. 
étant tous nuls. Pour résoudre la question, on intégrera les 
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équations (4), puis on déterminera les constantes d’intégra- 
tion en exprimant que la courbe passe par les points fixes 
Lo; Vo» 70 ; Ti, Vi 71. 

Si l’un des points æ5, Yo, Zo était assujetti à se trouver 
sur une courbe fixe, l’autre étant par exemple fixe, on aurait 
d’abord 

J(Tos Yo; 30) = 0 


pour l’une des équations de cette courbe, et 
(To; Vo; Z9)= 0 
our l’autre équation; par suite 
P q ; ; 


ee ÔTo + fa Yo + f3 02040, 


"S n n 
Y10T0 + P20Yo + 23030 — 0, 
et (>) donnerait 
dto0To + dYo0Y0o + dZ0030 = 0, 
d’où 


o(f, 8) OF, ©) o(f, ) 
LL = MR RE 
VD Crea z0) Ce ei ICE 


ce qui exprime que la géodésique est normale à la courbe 


MAO NUE 0: 


XI. — Sur une classe d'équations différentielles. 


La recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale 


[ F dx, 


0 


dans laquelle F désigne une fonction de x, y, 3, .., 
conduit à l’intégration des équations différentielles 


NE? av” a æY" Le — 0 
dx dx? d 
Z Le + Sa = "0 
dx dx? : 
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parfois fort difficiles à intégrer. (», NL LEONE 
toujours les mêmes significations que plus haut : Y — D D ) 
Supposons que la fonction F ne contienne qu’une fonction 
inconnue y : c’est ce qui arrivera toutes les fois que l’on aura 
à rechercher une propriété de maximum relative à une courbe 
plane. Si la foncuion y n'entre dans F que par ses dérivées, 


l'équation différentielle à intégrer sera 


3 dYi en 
( dx 
et l’on aura immédiatement une intégrale première 


ve 
Vie GA = COnSt. 
dx 


Il se présente une simplification analogue quand F ne 
contient pas la variable x; en effet, on a alors 
dEt= Y dy XX" dy: 
ou 
dE =(Yy + Y'y"+...)dz; 


éliminant alors Ÿ entre cette équation et l'équation à intégrer 


RAY GAT 

 e mr ie, 
dx dx? k 

DNA SCD UDUOSA UN CON 0 ES, 


A RTE 
dr — (vr'+ _. r) dx + (y mA y')de. 


Cette équation peut s’écrire 


GE 


y 
dF — d(Y'y') ra a(vy— d ) 


et s'intègre immédiatement. L'équation du problème est donc 
simplement 


n D'ACTE CONTE ax” 
Ne OST CN A pee 


J'+ const. 


Quand ni y ni x n’entrent dans F non plus que les dérivées 
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d'ordre supérieur à 2, les simplifications dont nous venons 
de parler se présentent à la fois ; d’abord, y n’entrant pas dans 
l'équation à intégrer, celle-ci se réduit à 


LE RE 
dx Ar?) CLR 


d’où l’on tire, en appelant a une constante, 


VE dY” — a; 
de 


comme l’on a en outre 
dE =(Y'y'+ Y'y")dx, 


l'élimination de Y’ donne 


4/4 


de =(v'y"+ "jar + à dy 


ou 
dF = d(Y'"y")+ a dy, 


équation immédiatement intégrable. Faisons une application 
de ces principes : | 


ProszÈme. — Trouver une courbe plane qui, passant 
par deux points fixes, soit telle que l’aire comprise entre la 
courbe, sa développée et ses rayons de courbure extrêmes 
soit un minimum. 


En appelant x, y les coordonnées d’un point quelconque 
de la courbe xs, Yo et æ,, y, les coordonnées de ses extré- 
mités, l'intégrale à rendre minima est 


ICI 


AURA RE L v Hal 
RL CP) Y =, X —0, D rev 


L’équation différentielle de la courbe cherchée est 


LUN AE Le 19 I (/4 
NT (+) y ]+ dr 
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ou 
2(1+ y? 
HE Lee 
hd 
b désignant une nouvelle constante; ce que l’on peut écrire, 
en appelant R le rayon de courbure, s l’arc de la courbe 


cherchée, 
ds dy 
ou 
RAR EL 
2R=a- 7e 
Posant 
Gr OS es sin 
FPMO DES ?: 
A TICOS À; b=Trsinme, 
On a 


2R = rcos(o —«) 
ou, en faisant tourner l’axe des x de l’angle @, 


1 r COS. 


ONE Re car do est l’angle de contingence; on a donc 


ds r 
7e ne COS © 
et, par suite, 
cu _ © cos? D 34 Es sin ® COS: 
do 2 7 don 2 Ÿ Ÿ? 


en intégrant, 1l vient 
fe = 
re m (siny coso + w)+ const., 
72 
NES (cos2® +1)+ const. 
Ces équations sont évidemment celles d’une cycloïde. 


Remarque. — Si l’on avait cherché le maximum ou le 
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minimum de l'intégrale 


T4 (2 
dl AT SE dæ, 
PRO EE 


ce qui revient à chercher la courbe qui, passant par deux 
points fixes, présente une courbure moyenne minima, l’équa- 
üon différentielle du problème se fût réduite à une identité, 
et, en effet, la quantité placée sous le signe est une dérivée 
quel que soit y et, par suite, l'intégrale ne dépend que de &, 
Vos Lis V1; les points Zo, Yo et T1, JA étant fixes, elle est con- 
stante et, par suite, n’est pas susceptible de minimum. 


XII. — Maximum et minimum relatifs. 


On a souvent à rendre une intégrale définie maxima ou 
minima, pendant qu'une ou plusieurs autres intégrales sont 
assujelties à conserver des valeurs constantes. Ces questions, 
qui sont dites questions de maximum ou de minimum 
relatif, se résolvent toujours d’après les mêmes principes. 

Supposons qu'il s'agisse de rendre maxima l'intégrale 


7 
u — | F dx, 
LA 


0 


sachant que les intégrales 


el Per = f Q dx 
Tr T 


0 0 


sont assujetties à conserver des valeurs constantes. 
Si l’on cherchait à résoudre ce problème par les méthodes 
ordinaires, on écrirait 


N NN N 
OL =—=0, 09 — 0, pe 107 


mais ces équations sont incompatibles si l’on suppose que w, 
v, w, ... ne dépendent que d’un seul paramètre «. Aussi 
imaginerons-nous, pour les besoins de la circonstance, que x, 
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Y, 3, --., dépendent non seulement de £, mais de plusieurs 
autres paramètres &, æ/, «”, ..., en nombre égal au nombre 
des conditions données; ÔU sera alors la différentielle totale 
de la fonction U relative aux variables &, &/, &”, ..., la variable 
t restant constante. 

On pourra alors trouver le maximum ou-le minimum de uw 
en écrivant 

OU —0, 0, 0 — 0: 

L'application de la méthode des multiplicateurs à ces équa- 
tions conduit, comme l’on sait, à rendre maxima l’expression 


u + ÀV + uw, 


où À, à sont des quantités constantes que l’on détermine en 
écrivant que les intégrales # et æ ont des valeurs données. 

Nous allons faire une application de cette règle au problème 
des isopérimètres. 


Proëzime. — De toutes les courbes fermées, à contour 
simple, de même longueur, quelle est celle qui comprend 
la surface maxima. 


Si l’on prend des coordonnées polaires r, 0 et si l’on 
appelle / la longueur des courbes considérées, il faudra rendre 


2T 
u = f r? dû 
0 
maximum, sachant que 


27 
= [ Vdr? + r? d?. 
0 
On rendra d’abord 


2T 
f (r2 40 + À art rt dit) 
0 


maximum, en égalant à o la variation de cette intégrale; on 
aura alors 


27 ,. © 2 € PME 
El PETER ee en: 
0 


Vdr? + r? dô? 


L. — Traité d'Analyse, V. 29 
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et, en intégrant par parties, 


2H À . 
= |. NL) SE Ua et dr 
0 Vdr?+r?d?  Wdr?+ r?df? 
; 2 dû 
Cr T 
égalons à zéro les coefficients de dr et 00, nous aurons 


dp? 
ds 


r? dû a: 


0 or dr +Àd Het 


ST ee 
ds 


s désignant l’arc de courbe /dr? + r? d@?. La seconde équa- 


tion donne 
r? dû 


ds 


FEUX 


— A2 
— d*, 


a désignant une constante : on en conclut 


À r? dû 
AS Ta Sa per 
ou 
—_—_—— À r? dû 
Var 
on en tire 
an (a — r?)dr we (a?— r?) dr 


rVRr—(a— nr}  rV(+ie)r—(a+7r2} 


ce que l’on peut écrire en posant N°? — }? + 4 a?, 


a?— r2 
er dr 
JL 
dh'e 
/ (= ni mi Roi) Le 
[L — 
\'r ) 
Aer a? + r? ; k a? — r? 18 
or la dérivée de ———— estégale rort donc,enintégrant, 
74 
on a 
A2 == Rp 2 
0— 0, — arccos——; 


d’où l’on tire 
r2+ X'r cos(0 — 09) — a? = 0. 
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C’est l'équation d’un cercle, ainsi que l’on peut s’en assurer 
en revenant aux coordonnées rectilignes ; X se détermine en 
écrivant que la longueur de la circonférence est égale à L. 
Il reste deux constantes arbitraires dans la solution et cela 
doit être, car tous les cercles égaux satisfont à la question et 
contiennent dans leur expression deux paramètres arbitraires. 

La même équation différentielle et la même méthode con- 
duiraient à la démonstration de ce théorème : 


De toutes les Jigures de même aire le cercle a le plus 
petit contour. 


XIII. — Cas où il existe une relation différentielle entre 
les fonctions qui entrent sous le signe f. 


Je suppose qu'il s'agisse de rendre l'intégrale 


ef F dx 


0 


maxima ou minima, sachant que, entre les fonctions inconnues 
Y, 3, ... dont elle dépend, il existe une ou plusieurs rela- 
uons différentielles ou finies 


. 


20 00, 


, me Ce 


on ramènera ce cas à celui que l’on a étudié au paragraphe 
précédent, en observant que les formules précédentes sont 
équivalentes à 


Ti Li 
[ DÉSERT fl QT 0, 
x 


e/ x° Tr 


Faisons une application de ces principes au calcul du 
maximum de 
Li 
u = ÉECID CME 
an 
sachant que 
ft, y, 3)= 0. 
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On aura à chercher le maximum de 


JE +Afidr): 


on posera alors 
(1) fer TS Dern 


Soit 
À dx + By + Côz 


la valeur que prendrait la quantité placée sous le signe f 


si l’on voulait calculer du. La quantité placée sous le signe f 


dans (1) sera 
(a+ a) 3e +(B+oay co CE 2 )8e, 


et l’on devra égaler à zéro les coefficients ze, ÔY, 03, ce qui 
donnera 
of 
A +2)f AU 
0 
B+2if 0) 
C + 2f= = 


et les conditions du maximum s’obtiennent en éliminant À 
ou 2 )/f. | 

On peut modifier un peu la méthode précédente. Les équa- 
tions Q — o, Q'— o peuvent être remplacées par 


fera, fire az = 


0 et 0’ désignant des fonctions arbitraires : on est alors con- 
duit à chercher le maximum ou le minimum de 


Je + 10202 + 16202) dr 


et à déterminer Àet \ de telle sorte que fo*aret [W Q2 dx 
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soient nuls. Or, si l’on pose A820 — y, 102072 — y, cela 
revient à rendre 


176 + UQ + u'Q7) dr 


maximum ou minimum et à disposer de u et w/ de telle sorte 
que Q — 0, Q'— 0; mais on pourra traiter u el 4 comme des 
constantes par rapport à la caractéristique à, car les coeffi- 
cients de ôuet du/, quand on fera varier l'intégrale précédente, 
seront Q et Q’ nuls par hypothèse. 

C’est ici l’occasion de signaler une erreur que l’on pourrait 
être tenté de commettre dans la recherche des courbes qui 
satisfont à certaines conditions de maximum. On ne peut 
pas prendre l’arc pour variable d'intégration, et cela parce 


26 ra" RE ALE AT do 
que les —— et — ne sont pas arbitraires, mais bien liés par la 
ds ds | 
relation 
AE NEROY2E 
dde 
PUS . dŒ PXr 0 x» ; 
qui impose à — et à “Ÿ Ja condition de rester moindres que 
ds ds 


Si 
l'unité. C’est ainsi que f y ds n’a pas de minimum en lui- 
| à 


même, mais en acquiert un en supposant que s satisfasse à 
la relation qui précède. Pour trouver le minimum de fr ds, 


c'est-à-dire la courbe qui, par sa révolution autour de l’axe 
des æ, fournit la surface d’aire minima, il faut chercher le 


ft 7e) a 


ds 


minimum de 


la variation de cette intégrale est 


fly asso dx à dx + HAE MORE 


— 2 (dx? + dy? — ds+)dds| 
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[l 
& dr, Ye ne CPC TEEN 
| jr+a(s dr + — dy ds) (DE + DE —1)à| 


À ” à À dr ë À dy 
+ fard dpi ira y a 3 


(AE +4 0). 


ds? ds? 


En égalant à zéro les coefficients de x, dy, s,ona 


À dr À dy 
ie re ds = d PNE 
À dx? À dy? 
(b) dy — d DRE bre — 0: 


Laissons de côté la dernière équation, qui est la plus compli- 
quée ; les deux premières donnent 


À dx a 
à b+s—92) 


dy 
ds’ 
b et a désignant des constantes. À ces équations on doit 


NS EL 
(SE se er PS à 


les deux premières, élevées au carré, donnent, en tenant 


Joindre la suivante : 


compte de celle-ci, 


a? NOR e4 
{1 ARE RS 
d’où 
ECO ES) 
RAS ATEN EEE 
m1 4 


il en résulte, par l'élimination de x, 


APE Pro CRARS PRET PE 
Ts Va +(b+s)} = a, ne +(b+s)}=b+Ss; 
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on en tire 


2% alog|b+s+ Vai+(b+s}]+ const. 


Y =Va+(b+s) + const.; 
éliminant s ou b+s,ona 


Pepe ee 
sal (#7) 
[44 


const. 


ou, en négligeant les constantes, 


donc 


La courbe cherchée est donc une chaïnette. Si nous sup- 
posons les points limites fixes, dy et dx sont nuls aux limites ; 
quant aux coefficients de Ôs, et ds, on peut observer que, 
sous le signe de substitution, Le coefficient de ds a pour diffé- 
rentielle l’une des quantités qu'il a fallu égaler à zéro; ce 
coefficient est donc constant [équation(b)]; on a donc 


K(Ô51 — Ô50) = 0, 


k désignant une constante. 


XIV. — Résolution de quelques problèmes. 


La difficulté capitale du calcul des variations réside dans 
l'intégration des équations auxquelles on est conduit dans 
toutes les questions de maximum que l’on veut résoudre. 
Toutefois, même dans le cas où l’on ne sait pas intégrer les 
équations auxquelles on est conduit, le calcul des varia- 
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tions peut fournir des indications utiles. Considérons, par 
exemple, la question suivante : 


Proszime. — Trouver sur une surface donnée la ligne 
de longueur donnée qui renferme une aire maxima. 


Soit 
(1) JE Ye) 70 


. La 


; ; Oz 
Der Pet 0 ar 
l'équation de la surface donnée; soient p — de Ar 


quantité à rendre maxima est 


ff" + pt + q? dx dy, 


et l’on pourra intégrer une fois, puisque 3, p, q sont des 
fonctions données par (1) de x et y. Soit donc 


AR ETETE 


foar= fo ds 
: ds 


maximum, sachant que le périmètre de la courbe le long de 


il faut rendre 


laquelle l’intécrale précédente est prise est donné. Si l’on 
q $ P F 

prend l’arc s de cette courbe pour variable, on sera conduit 
à égaler à zéro la variation de l’intégrale 


V = fie + A(x2+y2+ 321) uf]ds, 


les accents désignant des dérivées relatives à s et À, x des 
constantes à déterminer par la condition que le périmètre de 
la courbe cherchée ait une longueur donnée. On a 


sue ; HAVE de 
p] = /|> de He DE à 
+ B (2 Be 


0 a NU NOT NUE 
RE + y'0y'+ z'03 )| & 
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ou bien 
OV = f\se( ia Œt De »a") 
0Y 07 
) \ 
+ (ae moy )+0e(n ans) |ds 


| , ) 
On doit poser, en observant que ee = Vi+ p?+ g*, 


tre of 


PANNES ER DE Tr Je —2h#"=0, 
Re Of : 
z'Vi+p+q+u _ NY ID, 
of 4 


Ce sont les équations du problème, en général impos- 
sibles à intégrer, mais on peut trouver une propriété remar- 
quable de la courbe qu’elles représentent. Prenons en effet 
pour plan des xy le plan tangenten x, y, 3, pour axe des x la 
tangente à la courbe, les équations précédentes deviendront 


20; æ'—2Ày"=0, pu = —2À3"—= 0. 

1 LL LA ° . 
Or, en appelant w l'angle que la normale principale fait avec 
? ? A S 
l'axe des y, c'est-à-dire avec le plan tangent, et p le rayon de 


courbure, on a 
DRE COS D 


et, en observant que x'= 1, la seconde des formules précé- 


dentes donnera 


COS w l 
== Const; 


il en résulte que la courbe cherchée est telle que la projection 
de sa courbure sur le plan tangent ou, comme l’on dit, que 
sa courbure tangentielle est constante. Cette courbe a quel- 
quefois reçu le nom de cercle géodésique de la surface; 
nous la retrouverons dans un autre Chapitre où ce nom de 
cercle géodésique sera justifié. 
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XV. — Théorème d'Hamilton. 


Cherchons la variation de l’intégrale 
8 — Î V7 
9 
dans laquelle V représente une fonction de x, æ:, ..., æy, 
de leurs dérivées relatives à £, à savoir 2, æ,, - "7x; et des 
nous aurons 


t t e 
OV OV 

08 =} 0 V dt — Î ( DE + — 3x) dt 
£: à > 0x 0x 


lo 


ou, en appliquant l'intégration par parties, 


L 
$ OV + : OV 7 AVON 
(a =] Dante+ DS — 2 57) de 


Il résulte de là que, pour que l’on ait 26 == 0, il faut que 
l’on ait 


OV d'OS 
(2 DE di a) = 0, 


et si les variables x ne sont liées par aucune équation de 


condition 
OV.  d' oV 
| 0% dt 0x, a+ 
(3) OV AL AI ON 
| De oc Ad 
\ 


CR 


La formule (1) montre que, si les dx sont nuls aux limites et 
que si les formules (2) ont lieu, on aura 80 —0o. Cette 
remarque fournit un exemple curieux de changement de 
variables. 

Supposons que, dans l'équation (2), on veuille substituer 
aux variables x,, æ2, ...,æ, d’autres variables en nombre 
égal ou différent y,,.y2, . ... yx, liées ou non par des équa- 
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tions de condition : V deviendra fonction des y, et l’on aura 
toujours 00 — o si l’on suppose les ày nuls aux limites. Or 
la formule (1) est alors remplacée par 


t 
LE OV, Er dv 
| nn FRS) 0y dt. 


Si l’on veut que 0 — o, en supposant les dy nuls aux limites, 


on voit que l’on aura 


> CNRC, mr) à NE 
dy dt dy A SES 


c'est la transformée de l’équation (2). Or on peut toujours 
faire en sorte que les nouvelles variables y ne soient pas liées 
entre elles par des équations de condition : parmi les moyens 
d’arriver à ces résultats, on peut prendre pour variables y, 
n— k des variables x, À désignant le nombre des relations 
qui lientles x, les autres variables devront alors être exprimées 
à l’aide de celles-ci au moyen des équations de condition. Il 
résulte de là que l’on pourra toujours remplacer la condi- 
on (2) par des équations telles que 


OV dd W. 
Yi dt 0Y 


©\'sits ehete ele el 4 ste es. … ee + 


Supposons maintenant qu'il n'existe aucune relation entre 
les variables x et que l’on définisse ces fonctions de £ au 
moyen des équations différentielles du second ordre (3). 
Supposons enfin, ce qui est permis, que la caractéristique à 
représente une différentielle totale prise par rapport aux 
constantes en nombre 2 n amenées par l'intégration des équa- 
ons (3), l'équation (1) deviendra 


a OV 3x Y OV 320 
hi 0 0x9 4 


l'indice o placé en haut d’une lettre indiquant que l’on y 
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suppose { — {,. Cette équation donne 


08  oV 28  oV 
À ne Or 07 
(4) | 08  oV 28 OV 
| Dr NO NOT MOT 


On a d’ailleurs 


É; de de ne 
(62) dt + V, dt, 3 \ 0» 
mais on a 

de 0e 08, 
di) SOS or 
d@ bre 90 "" 00 x 
PART Te 0x0 ‘ 1? 
c’est-à-dire, en vertu de (4) et (5), 
08 08 . 
(6) ro Ve RAA 
08 08 ,. 
) SN —— Lo. 
(7) 0to Vo CEA 70 


Si l’on remplace dans ces équations x'et æ, par leurs valeurs 


0 r L 08 )0 | 4 
tirées de (4) en fonction des — et des “=, on aura deux équa- 
dx CHA 


tions aux dérivées partielles auxquelles satisfera la fonc- 
uon 0. 

Tel est le théorème d'Hamilton. Si l’on connaissait la 
fonction 6, on voit que les équations (4) seraient les inté- 
grales des équations (3), puisqu'elles sont n relations entre 
les x, les x, t,et 2 n'constantes arbitraires TETE 
Z, +... 11 y a donc grand intérêt à connaître cette fonction; 
mais On ne voit pas très bien comment on pourrait la calculer. 

Jacobi a montré que, pour avoir les intégrales des équations 
(3), 1l n’était pas nécessaire d’avoir la fonction @ elle-même, 
mais seulement une solution quelconque de l’équation (6) 
08 y 26 , 
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où x! est tiré des équations de la forme 


08 … OV 
0æ 0x’ 


pourvu que cette solution 6 renferme 7» constantes arbitraires 


Gi, Mo, -. +) An. Les intégrales de (3) sont alors 
08  oV 08  oV | 
(8) | 0% 0%, HUMOr. AAA E 
| 0 : 28 _ _& 
HO: 26e 14 da ni 2 
D, Be, ... désignant » nouvelles constantes arbitraires. 


Pour démontrer ce théorème, nous déduirons les équations 
(3) de (8) par l'élimination des « et des $, en nous appuyant 


sur ce que © est solution de (6). On a 
de _ 6 | w0e dx 
L'ONU 0x dt 
et, en vertu de (6), 


de 08 , 08 dr 


D AE Nr 


et, en différentiant par rapport aux & avec la caractéristique à, 


de OV, OV voue 

EE D oe+ NE be — Je 2 
Ne dz'\ 00 
0æ dt 0%: di dt 0% 


c’est-à-dire, en vertu de (8), 


SCC NT EN NON (a de), 
(9) FLO 0x | DRE dt es ue 


d’un autre côté, on a 
n 00 a 00 ns 
00—= > —\0T + OU 
0x 
ou, en vertu de (8), 


sue ONE 4 
e—-S EDIT 
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et, par suite, 
5 NU AE INC VEN 
CE Fe 0x dt AO TN 


Retranchant cette formule de (9), on a 


d oV ,  dæ\,0Y. 
D ol Dia ge loue 


mais, les da et les 06 étant arbitraires, il en est de même des 


S e OV ; ; 
ùx et des à ion doit donc avoir 


OV AIO VIENS .. dx 
0x dtôx  ? a 


ce qui montre que les équations (3) sont des conséquences de 
(8), en d’autres termes, que (8) sont les intégrales de (3). 
Nous verrons qu'il y a des cas dans lesquels 1l est plus 
simple de deviner une solution de (6) que d'intégrer les 


équations (9) 
XVI. — Application à la Dynamique. 
Les équations du mouvement d’un système de points de 


masses Ma, Mo, ... ayant pour coordonnées %4, Vs, 21; 
Lay Vas 22, --. SOnt, en désignant le travail par 0Q, 


; dE : dMyis d'z Zi EN e 
(1) DUTE RS an CE 7 ba: )= 20: 


si l’on fait alors 


UE DLTCE + y +2), 
on à 


oT POT | 


0 

! 

MEL; —= ——) nm Un = PEN) 
MU 2: ‘0095; 


ce qui permet d'écrire l'équation (1) de la manière suivante : 


0T  dOoT 
DE dt 0x; ; ème = — 20; 
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si aux coordonnées æ1, Z»+, ... on en substitue d’autres g1, 
2, -.. on a (p. 394) 


D CO0T d OT SALE à 
7) une 


Supposons 0Q — Q,ôg: + Q:ôg: +... siles variables gi, 
ge, -.. ne sont pas liées entre elles, si elles sont indépen- 


dantes, cette équation se décomposera en d’autres de la forme 


RON Le AE 
0 da a a Et 


XVII. — Réduction à la forme canonique. 


C’est Lagrange qui a fait connaître les équations du mou- 
vement avec les coordonnées g quelconques (Mécanique ana- 
lytique). Hamilton passe pour les avoir mises sous la forme 
dite canonique (en 1834, Transactions philosophiques). 
Mais Cauchy avait déjà fait usage de cette forme canonique 
en 1831, dans un Mémoire très rare publié à Turin. 

Reprenons l’expression 


OV d oV \ dæ: ; 


SPA où = T%; 
ÔT; dx 0x; dx 4 


qui se rencontre dans les questions de Dynamique et dans un 
grand nombre de questions relatives au Calcul des variations : 
supposons la fonction V homogène et de degré m par rapport 


aux æ,; On aura 
OV 
MN Ù Ti —; 
L 0x}? 


, OV 
(m—DV=-V+ Das 


on en tire 


et, en différentiant avec la caractéristique à, 


(m —1)0V — ARS MAMA a + Da 


Le. ; ss 
0%; EAN 0T ; 0x, 
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4 ON ROUM 
(m—1)0oV — D. dr + D id SE 


Cette formule montre que, si l’on prend pour variables indé- 
OV OV 


ou 


pendantes Li, Los --., Ln APN OU an OA 
aura 
av LP ON ANSE PRICES: di. 
des  m-r0x, dpj m—1 ‘ m—1 dx? 
on aura donc 
OV HONTE dV dpi I dx;  dN 


LES (= Li) Pc SE 


0x; dx 0%: dx; dx’ TN ONU NS dpi 
Des équations de la forme 


VTT TO VIP UN , _ dœi 


ERNEST #0 T': 
DCE NOT MIO j Rd 


où Ü n'est pas fonction des x;, pourront donc se mettre, en 


posant 
—(m—1)V + U=H, 


sous la forme suivante, dite canonique, 


OH dp; 0H dr; 


PA 


et que nous étudierons spécialement dans un autre Chapitre. 


XVIII. — Règle pour distinguer les maxima et les minima. 
Théorèmes préliminaires. 


Taéorèue [. — St y est une solution de l’équation diffé- 
rentielle 


ONE L dn ' 
(@) Aoÿ + (AY) +...+ 2 (Any?) =o, 


dans laquelle À,,A;,... désignent des fonctions données 
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de x, y et de ses dérivées successives y',y", ..., l'expression 


12 


d # 
y[au+ ST (Au )+...+ ESS arur) | 


sera une dérivée exacte, quel que soit u, et son intégrale 
sera de la forme - 


u d RTE dn—1 u\? 
HO ALONESS ONE 


B,, B:, ... désignant des fonctions de x indépendantes 


Ce théorème de Jacobi peut servir, comme on voit, à 
trouver une seconde intégrale de (1), quand on en connaît 
déjà une; il a été démontré comme il suit par M. Heine 


(Journal de Crelle, t. 54). 


Posons 
(2) 22 = fAGu} dr, 


À désignant une fonction de æ invariable de forme, et sup- 
posons w et ses dérivées invariables aux limites de l'intégrale : 
nous aurons, en différentiant avec la caractéristique à, 


0Z = f Au dun dx 
L3 


et, en intégrant par parties, 


x dn x 
YA + (Aur)ou dx. 


(42 
Posons alorsu —1tyout— * et nous aurons 


x NL Ë 
(3) = 2 [y èe 7 (Au) de. 


Posons maintenant w — {y dans l'équation (2): nous aurons 


22 = far dx = faGy"+ nl'yn1i+...+ éry } dx. 
L.— Traité d'Analyse, V. 26 
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Intégrons par parties; si l’on intègre un terme de la forme 
AP y1, il est clair que l’on pourra le ramener à la forme 


fc tP}? dx, 


en sorte que l’on pourra écrire 
7 = fiae+ Cire LPO OA de 


et, en différentiant, 


SZ, C PR A OT 
= f He Al LÉ REA née) HIÔLE 
La comparaison de cette formule avec (3) montre que l’on 
peut écrire, en supprimant le signe =E qui est inutile, 


— (Aur)= Got — RCE RES ACCRU 


Ya rm _ æ!t 


faisons dans cette formule successivement À — À,,A,,. 
et ajoutons les résultats : nous aurons 


l Ar 
y [ou 7 (Au) +... Fatal 


d It 


d 
Notre BEC ds io Deer 


ns SRE EC 
dur d'u’ 
L'identification donne immédiatement y À, —— —B, LES 
den Had 


* : TRE , 
ou B, — A,7y° : d’ailleurs t est égal à 55 Si donc on faitu = y, 


on à 


l 
7 [Aer + (Aa +. | en. 


donc B, est nul si y satisfait à (1) et le théorème se trouve 
démontré. Lebesgue a démontré ce théorème différemment 
(t. VI du Journal de Liouville, 1° série); Delaunay éga- 


lement, dans le même Volume. 
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Taéorëme IL. — La variation seconde de l’intégrale 
(4) u = dx, 
dans laquelle F désigne une fonction de x, y, y! — 4 ….) 


y étant une fonction invariable, ainst que ses dérivées, aux 
limites de l’intégrale, a pour expression 
? 


NE N N d NET 
o2u = [à def as + 7 (AB) FE AE èyn)|, 
À,, A», ... désignant des expressions indépendantes de 
DVD NE NT LILIEUTS 
o2F 
An ARTS Vo 
CAES 


La démonstration suivante est encore de M. Heine. On a 


d’abord 


faisons maintenant varier une seconde fois cette formule, 
mais avec une autre caractéristique 0’ relative à de nouveaux 
paramètres supposés contenus dans y; nous aurons 


d'ou D rs (dy*0'y{ + d'yidyi)dr. 
Considérons un terme du second membre 
Se d: 
(5) [Se C8 rie d'yièpr) de: 
l'intégration par parties permettra de le ramener à la forme 
À (ayid yi + d'ytèyi)d 
FRANS UA FA NEEE 
= [AGIT yI + dy By) de + [AG Sy d'ytèyi+t)dr 


et, par conséquent, à des termes de la forme (5) dans lesquels 
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on pourra supposer { — 7 ou {=7—+1; dans ces derniers 
cas, on voit que 


SOPSE Se PNR € fs A un 
JA Gr 8 pis + d'yèpist)az = fa 7x MOMIE 
= T 
LAPS TER 
= — | —— dyid'yidx; 
Î> FE 
et, par conséquent, 0 0/u se ramène à la forme 


d'u = | (Avèy dy — Ad" dy +. .+ A,Ôyr0'y")dr, 


ou 
RQ = N a d FA Nr d' A NS n° N/ d 
ÉORO UE AGOMI ee (ALORS n9y")|0'y dx. 
D'un autre côté, on peut mettre d'u sous la forme 


d'u 18 d'y dr, 


Q ne contenant plus 2 y. et d’ailleurs 
P 200 
O0 


est l'équation différentielle qui fournit le maximum ou le 
minimum. En différentiant avec la caractéristique à, on a 


ou, en supposant Q — 0, 


od'u = facoyar; 


comparant cette formule avec (6), on en déduit 


(7) SO A 0y E (AT NRA 
d dx“: 16 TETE : 


du = foarèy, 
Bu = [odrèy + fscèy ae, 


OX 
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et, comme Q —0, 
o2u = foiyde 


ou, en vertu de (5), 


(8) 2 u= | [ao dr ŸE —  (Asèy )+.. Labrr Fa (Anèy") er ax ; 


d’ailleurs, il est clair que 
2F 


An = + ——-: CHROME ID: 
(9) CHE 


XVIII. — Application des théorèmes précédents. 


Conservons les notations du paragraphe précédent et pro- 
posons-nous de voir si la valeur de y tirée de l’équation Q — o 
rend l'intégrale w, dans laquelle les limites sont fixes, maxi- 
mum ou minimum; à cet effet, il faudra calculer 0? et voir 
si la valeur de y tirée de Q@ — 0 rend Ô?u toujours négatif ou 
toujours positif; nous prendrons 024 sous la forme (8) que 
nous venons de calculer, et nous allons lui faire subir quel- 
ques transformations destinées à mettre son signe en évi- 
dence. 

Soit dy — e une solution de l'équation 8Q — 0; posons 


NI N7y 
OPA DOM 


nous aurons, au lieu de (8), 


024 = for | Aèr 5 Tex _ : & (Anèy")| dr 


et, en vertu du théorème IT, 


ni) AU l 
du Press +... + Te = a (Bad y) dx 


d'—-1 
= — f5r [Bd +. OU (B:9 y)] dx. 


Dans cette nouvelle expression de ô?w la quantité placée 


sous le signe de a la même forme que dans l’ancienne, mais 
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elle contient un terme de us Quand on connaîtra une 


intégrale de B, d'y + ...+ =—— HAE 07) = 0 OLA simpli- 


_ n— 
fera encore et on la ramènera à la forme 


n—2 
eu [ay] cry +..+ see (C0: r)|ar, 


et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive à une expression 
telle que 


(10) o2u =N: P,02y"dx. 


Or on a (p. 405) 


0F : 
SR (Oran B, = A;7°, Gr —=Br072, Tr 
d’où l’on tre 
2F é < à 
prets Copa pi VAOMPAR AO) 
et, finalement, 
< 92F 
027 — 1e Toy K? dx, 


K? désignant un carré parfait. Pour que l’intégrale w soit 


2 


A 


maxima ou minima, il faudra donc Que 


conserve toujours 

le même signe; car, Kétantarbitraire, si —— re pouvait changer 
D ? +) 1 (dy! )2 

de signe, on pourrait faire en sorte, en RE convena- 

blement K, que d?w prenne un signe arbitraire. 

Si les limites de l'intégrale w étaient variables, après avoir 
déterminé y au moyen de l’équation Q — 0, il faudrait déter- 
miner les constantes contenues dans l’expression de y par la 
méthode ordinaire des maxima. 

Un mot encore avant de terminer : 1l reste à montrer com- 
ment on peut intégrer les équations 


(11) 000, ou Andy + (Aëy) +. 0 


NES AE d NAPSUN ON von 
(12) B10 + (CB MO EES 
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L'équation Q —o a pour solution une expression y de la 


forme 
DRE A L rer POULE À 


a, b,c,... désignant des constantes arbitraires ; Q + ÔQ — o 
sera satisfaite en prenant l’inconnue égale à-f + df, et 0 —o 
en prenant pour inconnue Ô/, ou 


DE ND à 
000 ; 


da, db, ... désignant des fonctions arbitraires que l'on peut 
aussi désigner par 4, f, .... Ainsi l'équation (11) peut être 
intégrée sans difficulté. Pour intégrer l'équation (12), on 
y 


remarque que, si dy satisfait à (11), d'y’ ou —— rend constant le 


premier membre de (12); maison peut prendre 


ee Ale Lies Apt Fe). 


a’, ff, ... désignant de nouvelles constantes que l’on déter- 
minera de manière que la constante à laquelle est égal le pre- 
mier membre de (12) soit nulle, et ainsi de suite. 
C'est Legendre [(1786), Mémoires de l’Académie des 
ciences | qui a indiqué, pour la prenuère fois, une méthode 
S diqué, pour la p fois, une méthod 
pour distinguer les maxima et les minima des intégrales 
éfinies. Lagrange est revenu sur cette question dans ses 
défi Lagrang t tte question d 
onctions analytiques. Jacobi a donné ensuite (t. u 
Fonct lyt Jacobi à d te (t. III d 
ournal de Liouvi 1° série) la méth ue nous avons 
J l de Liouville, 1'"° Ï thode 
exposée. L'analyse de Jacobi a été ensuite perfectionnée par 
Delaunay (Journal de Liouville, t. VI, 1" série) et par 
Hesse (Journal de Crelle, t. 54). 


Le Calcul des variations a pris naissance en 1696 à propos 
du problème de la brachistochrone ou courbe de plus vite 
descente, posé par Jean Bernoulli dans les Acta eruditorum, 
et en 1697, à propos du fameux problème des isopérimètres 
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(Journal des Savants), qui fut l’occasion d’une longue polé- 
mique entre Jean et Jacques Bernoulli. Plus tard, Euler fit 
connaître une méthode générale pour la recherche du maxi- 
mum des intégrales dans un Ouvrage intitulé : Hethodus inve- 
rniendi lineas curvas maximti minimive proprietate gau- 
dentes. Mais c’est à Lagrange que l’on doit la notation et la 
méthode qu’on emploie aujourd’hui, méthode qu'Euler a 
appelée Calcul desvariations.[ Voir deux Mémoires d’Euler, 
t. X des Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg, 
1706. — Les Œuvres de Lagrange, t. Let IL. — Les Vou- 
veaux Exercices de Mathématiques de Cauchy, t. IT. — 
Sarrus, lèecherches sur le Calcul des variations (Savants 
étrangers, t. X, 1848).] Parmi les Traités imprimés sur le 
Calcul des variations en francais, nous citerons celui de 


MM. Lindelôf et Moigno, publié chez Gauthier-Villars. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Trouver la ligne la plus courte que l’on puisse tracer entre deux 


points sur une surface développable. On montrera que la solution se 
ramène aux quadratures. 


N.-B. On trouvera de nombreux développements sur les lignes 
géodésiques dans le 7° Volume. 


2. Trouver une courbe plane de longueur donnée passant par deux 
points fixes, et qui, par sa révolution autour d’une droite donnée 
située dans son plan, engendre une surface minimum. 


3. Sip est différent de un, et si w est une fonction de y1,ÿ2, ..., Yns 


dy1 d L MERS. 
étrde _ ) _— > *.…) __ » homogène et de degré p par rapport à ces 


li 
dérivées, l'intégrale u dæ est maxima ou minima quand & est 
x 


0 
constant. 


4. Parmi toutes les courbes de courbure constante que l’on peut 
faire passer par deux points, quelle est la plus courte? 
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5. Parmi les courbes planes qui, tournant autour de l'axe des æ, et 
qui, passant par deux points fixes, engendrent une surface de révolu- 
tion d’aire donnée, trouver celle pour laquelle le trapèze limité par 
les ordonnées de ses extrémités et par l’axe des > engendre le volume 
maximum. 


6. Étant donnée une surface S et une courbe C tracée sur cette 
surface, faire passer, par deux points À et B de cette courbe, une 
autre courbe tracée sur la surface, telle que l’aire comprise entre 
cette courbe et G ait une valeur maxima. (La courbe cherchée jouit 
de cette propriété que la projection de son rayon de courbure sur 
le plan tangent à S est constante.) 


7. Trouver sur une surface le plus court chemin d’un point à un 
autre, en rencontrant une courbe donnée tracée sur la surface. (Mon- 
trer que le chemin demandé est une géodésique qui se brise sur la 
courbe donnée en faisant des angles égaux avec cette courbe.) 


8. De toutes les courbes planes passant par deux points donnés, 
trouver celle dont le moment d'inertie relatif à l’axe des æ est mini- 
mum. (On achève la solution au moyen des fonctions elliptiques.) 


FIN DU TOME CINQUIÈME. 
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Tome IV (suite). 


Pages. Lignes. Au lieu de Lisez 
39 0) Y —$8 Y —0 
49 19 c'z c'z' 
68 10 P(P—1)ÆP+..; pP(p—1)AzP-1+... 
197 8 en remontant TT p+ Lol) 


332 après ou bien à l’avant-dernière ligne, ajoutez ces mots : en chan- 
geant v, en ®,— 20, et page 333, ligne 4, ajoutez : modifiée en remplaçant 
®, par #9, — n06, 


#2 
22 


2 2h72 _— — 
CL + My de. 0, 
et supprimez les trois lignes suivantes. 
Tome V. 
Pages. Lignes. Au lieu de Lisez 
) T 
6 3 jh ÿl 
lo 
3 3 en remontant . x! Me 
É 14 2) OP 00 
47 5et7en remontant RTS. ÉSRON 
0x dy 0YL OT 
; dz dz 
35 7 en remontant — è = — S. 
P+Qz P+Qz 
55 3et5enremontant ajouter un moins devant l'intégrale. 
. b dn — b'dé — bdn + 0' dE 
; 1 en remontant = — > = —— — 
7 a dn — a’ dE adn — a dE 
b(n—c') —b'(5—0c) —b(n—c')+d'(E—0c) 
5 3 en remontant Re 
£ ab'— ba’ ab — ba’ 
69 2 également en termes finis 
70 dernière ligne y - nu : 
ee AT 1+ y" 
X X 
122 HA TENE en —<- 
Ca Xi nx, 


123 2 LA pe: 


Pages. Lignes. 


139 14 
144 12 en remontant 
144 12 en remontant 


151 4 en remontant 
176 8 

176 9 

187 12 

187 Gen remontant 
198 6 

209 Y 

A1 IA 

214 7 

226 1 en remontant 
226 5 en remontant 
226 8 en remontant 
233 8 

234 6 

236 8 

236 1/4 

241 2 

256 12 

256 14 

303 » 9» 9 
309 t 


ERRATA. 41 


Au lieu de Lisez 


D: C:y"—" 


g"—13! gn-23 
T'—1 Z?—1 
2 2 
T? he 
Z 2 
2 
X, ñ 
e—x e—x? 
(TE) 2n 
n 
25Y 28 y 
&, = 0 Œ, {1 
Net Ÿ (n+i1)(n + y) 
—k ML 
I I 
n(n +1) 2 
x! x! 
me ra, 
: = — V4 
n(n +1) Y > Ÿ 
F" F# 
— I 
T = V.. D = 
V C 
T° CT 
es(t-t) es(to—4) 
a? tas. 4 
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